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Capitulo 1 
INTEGRAL DEFINIDA 


En el capítulo 1 del tomo 1 hemos considerado el problema de la 
física en el cual calculamos el camino recorrido por el punto materia) 
que se movía a lo largo del eje Oy con una velocidad determinada y el 
problema de la geometría en el cual calculamos el área del trapecio 
curvilíneo (es decir. la figura que se halla entre la gráfica de la fun- 
ción y = f (x) y el segmento la, b) del eje Ox). Resolviendo estos dos 
problemas llegamos a la conclusión de que es necesario introducir 
el muevo concepto matemático, el de integral definida. Además do dos 
problemas considerados, algunos otros problemas importantes de la 
física y geometría llevan también al concepto de integral definida. 
En el presente capítulo exponemos la teoría de la integral definida. 
En el siguiente capítulo aplicaremos esta teoría en algunos proble- 
mas de la física y geometría. 


$ 1. Sumas integrales. Integrabilidad 


Sea la función / (z) dada en el segmento la, b), a <b. Mediante 
el símbolo 7 denotemos Ja partición del segmento [a, b] empleando 
algunos puntos no coincidentes uno con otro a = zy < 1) <... 

<a = b en n segmentos parci zo, zil, lx, zal, 
y [Zna Zn). Los puntos Zo, 2y, . - ., 2, se denominarán puntos de 
la partición 7. Sean E; punto arbitrario del segmento parcial [z; .,, 21) 
y Ax, diferencia z; — z; que a continuación se denominará longitud 
del segmento parcial [2,-1, 24). 
Definición 1. El número 1 fx. ķi), en el cual 


Mt ED=/6) A+ Ea) Arat o H / Ea) Aza , Fs) Ate, 


se denomina suma integral de la función f (x) correspondiente a la 
partición dada T del segmento la, b) y la elección dada de los puntos 
intermedios E, en los segmentos parciales [x,.,, x,1. A continuación, 
mediante A se denotará la longitud del segmento parcial máximo de 
la partición 7, es decir, A = máx Az;. 

Aclaromos el sentido geométrico de la suma integral. Para hacerlo, 
consideremos un trapecio curvilíneo, o sea, una figura limitada por la 
gráfica de la función f (x) (para la simplicidad, tomaremos la función 
positiva y continua), dos ordenadas trazadas por los puntos a y b 
del eje de abscisas y el mismo eje de abscisas (fig. 1.1). Eviden 
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mmente, la suma integral Z {z;, Es] esel área de la figura escalonada 
rayada en la fig. 1.1. 

Definición 2. El mimero I se denomina límite de las sumas integra- 
les T [z;, En] para A— 0 si para cualquier número positivo e se puede 
indicar un número positivo $ *) tal que para toda partición T del seg- 
mento la, bl, en el cual la longitud máxima A de los segmentos parcia- 
les es menor de 6, independientemente de la elección de los puntos Es 
en los segmentos [x¿-,, xi) se cum- 
ple la desigualdad 


la Ey 11 <e. 


Para denotar el límite de las 
sumas integrales se usan los sim- 
bolos 


1- lim La, Es) 


To de bh Definición 3. La función 
$ tx) se denomina integrable (según 
Fig. 141 Riemann **)) en el segmento la, 
b) sí existe el límite finito I de 
las sumas integrales de esta función para A—> Ù. Dicho límite I se 
denomina integral definida de la función f (rr por el segmento la, 
bl y se denota del modo siguiente: 
» 
I= | aras. 

Las representaciones geométricas muestran ***) que la integral 
definida es igual numéricamente al área del trapecio curvilíneo 
determinado por la gráfica de la función f (x) en el segmento [a. b]. 

En el capítulo 2 demostraremos la validez de esta afirmación. 
Aduzcamos el ejemplo de Ja función integrable. Demostremos que 
la función f(x) = e = const es integrable en cualquier segmen- 

> 


to la, b] con tal que | e dz = e (b — a). En efecto, como f (3) = © 


para cualesquiera E, se tiene 
1 {zn Es) = cAr, + cb2 +... + cdt, = 

=c (Ar, + Arg +... + Az) = c (b — a). 
Por eso, lim Z {za E) = e @— a 


4-0 4 
Aclaremos el problema de la integrabilidad de las funciones no 
acotadas en el segmento [a, bl. 
/) Ys que el número $ depende de e, a veces so escribe 8 = ô (e). 


Bernhard Riemann, matemático alemán (1826—1866). 
*e.) Véase el $ 4 del cap. 1 en el tomo t. 
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Demostremos la siguiente afirmación: la función no acotada en 
el segmento la, b] no es integrable en este segmento. 

DEMOSTRACIÓN Sea que la función f (z) no está acotada en el seg- 
mento [a, b]. Entonces no está acotada en un segmento parcial del 
segmento [2 -1, zh] de cualquier partición 7 dada del segmento [a, bl. 
Por eso, el sumando f (£x) Aza de la suma integral Z fzı, Es) corres- 
pondiente a esta partición 7 puede hacerse cualquiera graude que 
sea en su valor absoluto variando la elección del punto Ex. Do aquí 
se desprende que las sumas integrales 7 fz;, Es) que corresponden 
a cualquier partición T no están acotadas *) y por eso no existe 
límite finito de las sumas integrales. 

Conforme a la afirmación demostrada, consideraremos solamente 
las funciones acotadas en el segmento (a, b]. Surge la pregunta, si toda 
función acotada en el segmento la, b) es integrable en este segmento. 
El siguiente ejemplo muestra que eso, hablando en general, no øs 
así. Cerciorémonos de que la función de Dirichlet acotada, sin duda, 
en el segmento la, bl y cuyos valores en los puntos racionales son 
iguales a la unidad y, on los irracionales, a cero, no es integrable en 
el segmento la, b]. En efecto, sí para cualquier partición 7 con A, 
cualquiera pequeña que sea, elegimos los puntos racionales E, enton- 


ces, es obvio que I {zs 5)= 2 /60d= 2 an= 


= b — a. Si para la misma partición 7 elegimos los puntos irracio- 
nales E, entonces Z (xr, E,) = 0. Por eso, para la función de Dirich- 
let no existe límite de las sumas integrales, o sea, esta función no ex 
integrable. 

A continuac 
funciones conti 


m, demostraremos la integrabilidad de todas las 
S y una clase amplia de funciones discontinuas. 


$ 2, Sumas superiores e inferiores 


1. Concepto de sumas superior e inferior. Sea la función / (z) 
acotada en el segmento (a, b] y sea 7 partición de este segmento por 
los puntos a = tọ <21 <;-.- <xp =b. Mediante M, y m; 
denotemos respectivamente la cota superior exacta y la inferior 
exacta de esta función en el segmento [7;_,, x1). Las sumas 


S=M/Ax,+M,4x,+...+MpAz,= Y MAT, 


+) Para cerciorarse de esto, basta fijar los puntos E, en todos los segmentos 
parciales de la partición 7, excepto el sogmento [xp-¿. za]. Entonces, en la suma 
integral 7 (27, E) variará solamente el sumando / (£x) Az, que puede ser cnal- 
quior grande que sea en su valor absoluto. 
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s=mAx 4m Az, +... +mpdz, = Y mAr 
à 


se denominan respectivamente sumas superior e inferior de la función 
f (=) para la partición T del segmento la. bl. 

Es obvio que toda suma integral 1 fa,, E,) de la partición dada T 
del segmento la, bl se comprende entre las sumas superior S e inferior s de 
esta partición. 

Los conceptos de sumas superior e inferior se hacen bien evidentes 
si nos referimos a representaciones geométricas. Para la simplici- 
dad, consideremos una función continua y positiva f (x) y el trapecio 
curvilíneo determinado por esta función (las figs. 1.2 y 1.3). Si 7 es 


cierta partición del segmento la, bl, entonces los números M; y mi 
en el caso de la función continua f (z) son los valores máximo y míni- 
mo de esta función en el segmento parcial [z,_,. zı) de la partición 7” 
Por eso, la suma supertor 8 es igual al área de la Bigues escalonada 
rayada '(fig. 1.2) que contiene el trapecio curvilíneo, y la suma infe- 
rior s es igual al área de la figura escalonada rayada (fig. 1.3) que 
se contiene en el trapecio curvilíneo (este trapecio está trazado por 
una línea gruesa en las figs. 1.2 y 1.5). 

Como ya se ha dicho, de la representación geométrica se despren- 
de que la integral es numéricamente igual al área del trapecio curvi- 
Jíneo. Por otra parte, es evidente que si Ja diferencia entre las sumas 
superiores e inferiores puede hacerse tan pequeña como se desce, enton- 
ces, estas sumas pueden ser tan próximas como se quiera al área 
del trapecio curvilíneo. Por eso, es de esperar que para la integrabi- 
lidad de la función es necesario y suficiente que la diferencia entre 
las sumas superiores e inferiores sea tan pequeña que como se quiera 
La demostración estricta se dará en el párrafo siguiente. 
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2. Propiedades de las sumas superiores e inferiores. Demostremos 
la validez de las siguientes propiedades de las sumas superiores 
e inferiores: 

1%. Para cualquier partición fijada T y cualquier e >O pueden 
elegirse los puntos intermedios E, en los segmentos [x;.., x,) de tal modo 
que la suma integral I (xi. €) satisfaga las desigualdades O< S$ — 
—I fx, 8) < e. Pueden elegirse también los puntos E, de tal modo que la 
suma integral satisfaga las desigualdades OS I {za $i} — s <e. 

Sea 7 una partición fijada del segmento la, b). Demostremos, 
por ejemplo, que por e > 0 dado pueden elegirse los puntos E, de tal 
modo que se cumpla lá desigualdad O< S — I {z;, E1) <e. Según 
la definición de la cota exacta 3/,, para e > 0 dado en el segmento 
[21.,, 24) se puede indicar un punto E, tal que 


0 <M—ÍE)<e/b—ad), i=1,2,...,1. 


Multiplicando estas desigualdades por Ax, y después sumándolas, 
obtenemos 


OSSI fro E) <e. 


La validez de la propiedad 4° queda establecida. 

2”. St la partición T’ del segmento la, b) se hace añadiendo nuevos 
puntos a los puntos de la partición T de este segmento, entonces la suma 
superior S' de la partición T” no es mayor que la suma superior $ de la 
particion T, y la suma inferior s' de la partición T' no es menor que 
la suma inferior s de la partición T, O sea, 


sss, S<S. 

Ya que la partición 7” puede obtenerse de la partición 7 al añadir 
sucesivamente nuevos puntos a 7, es obvio que baste demostrar la 
propiedad enunciada para el caso cuando a 7' se lo añade un punto. 
Sea que este punto z’ está en el segmento [z;..,. x;] de la partición T 
del segmento (a, b]. Mediante Mí y Mi donotemos las cotas superiores 
exactas de la función f (x) en los segmentos [x,_,, x') y lx”, x;). me- 
diante Azí y Azí, las longitudes de estos segmentos, y modiante $ 
y S”, las sumas superiores de la partición 7 y la 7” obtenida al aña- 
dir el punto z’ a la partición 7. Notemos que Az, = Azi + Ati. 
Además, si M; es cota superior exacta de la función f (2) en el seg- 
mento [ziu xi), entonces M¿> Mi y M¿> Mí puesto que es evi- 
dente que la cota superior exacta de la función en una parte del seg- 
mento (x;.,, xi] no supera la cota superior exacta M; de esta función 
en todo el segmento [z;_,, x;l. Por eso, teniendo en cuenta quo las 
sumas S y $’ se diferencian solamente en los sumandos M/Ax, 
y MiAxi + MiAzí. obtenemos 


S — S' = MiAz; — (MiAr; + MjAzj) 
= (M: — MY Ati + (MM, — Mi) Ax¿> 0, 
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o sea, S< S La demostración para las sumas inferiores se hace 
análogamente. 

35. Sean T' y T” cualesquiera dos particiones del segmento la, b) 
Entonces, lasuma inferior de una de estas particiones no supera la suma 
superior de laotra. A saber, st s', S' y s”, S? son sumas infertures y supe- 
riores de las particiones T' y T”, entonces respectivamente 


“os, LSS. 


Hemos establecido unteriormento que la suma inferior de la parui- 
ción dada no supera la suma superior de esta partición, Sea 7' parti- 
ción del segmento (a, b} obtenida al unir las particiones *) 7' y 7”, 
y sean s y Slassumas inferior y superior de la partición T. Ya que la 
partición 7 puede obtenerse de la partición 7” al añadir a ésta los 
puntos de la partición 7”, entonces, según la propiedad 2 y la 
propiedad mencionada de las sumas inferior y superior de una misma 
partición, tenemos 


“<s:<s<S. 


Pero la partición 7' puede obtenerse también de la partición 2% al 
añadir a ésta los puntos de la partición 7”. Por eso, 


“ES SES”. 


Comparando las desigualdades establecidas anteriormente con las que 
acabamos de obtener, nos cercioramos de que s gS, “ENS, 

La validez de la propiedad 3% queda establecida. 

4°, El conjunto (S) de las sumas superiores de la función dada f (x) 
para todas las particiones posibles del segmento la. bl está acotado 
inferiormente. El conjunto fs} de las sumas inferiores está acotado 
superlormente. 

Esta propiedad se desprende directamente de la propiedad 3°, En 
efecto, toda suma superior no es menor-que cierta suma inferior fijada. 
Por consiguiente, el conjunto 5 de las sumas superiores está acota- 
do inferiormente. Toda suma inferior no es mayor que alguna suma 
superior, y, por eso, el conjunto {s} de las sumas inferiores está acota- 
do superiormente. Mediante J denotemos la cota inferior exacta del 
conjunto {S} de las sumas superiores, y mediante Z, la cota superior 


exacta del conjunto de las sumas inferiores: 
T= int (S), I= sop (fs). 


Los números Te 7 se denominan respectivamente integrales superior 
e inferior de Darbouz de la función f (z). Demostremos que I< T: 


%) Al mismo tiempo, los puntos comunes de las particiones 7” y 7” se toman 
en consideración una vez. 
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Sea I > T. Entonces, la diferencia 7 — Tes número positivo que se 
denotará mediante e, así que Z —T=+*>0. De la definición do 
las cotas exactas Z eľse desprende que existen los números S’ y s” 
que son respectivamente sumas superior e inferior de algunas parti- 


ciones 1” y T” del segmento la, b] tales que 7 +3 > S’ e Z -7< 


<s". Sustrayendo la segunda desigualdad de la primera y teniendo 
en cuenta que 7 — I7 = e. obtenemos s” > S’. Pero esta última 
desigualdad contradice la propiedad 3° de las sumas superiores 
e inferiores. 

5%. Sea que la partición T’ del segmento la, b] se obtiene de la parti- 
cion T al añadir a la última p puntos nuevos y sean s', S' y s, S sumas 
inferiores y superiores de las particiones T' y T. Entonces, para las 
diferencias S — S’ y s' — s *) se puede obtener una estimación que de- 
pende de la longitud máxima A de los segmentos parciales de la parti- 
ción T, del número p de los puntos agregados y de las cotas superior 
e inferior exactas M y m de la función f (x) en el segmento la, b]. 
A saber, 


SS <(U —10) pA, $ — s< (M — m) pa. 
Para cerciorarse de que esta propiedad es válida, baste demostrar 
las desigualdades aducidas a el caso cuando a la partición 7 so 
Agroga un punto z'. Sea que este punto está en el segmento [zj y, 21) 
de la partición 7. Entonces, este segmento se divide en dos segmen- 
tos lzi- 2] y le, x,] cuyas longitudes so denotarán medianto Azí 
y Ari, respectivamonte. Sean M,, Mi y M; las cotas superiores 
exactas de la función f(x) en los segmentos [ziy sil, (ej. 2] 
y la, 1), respectivamente. Ya que Az; = Azi + ^a; y las sumas 
superiores S y S’ de las particiones 7 y 7” so diferencian sola- 
monte en los sumandos Ac, y Midi + 


<M**), Por eso, M—Mi<M—=m y M,—M¡<M-= 
—m. Por consiguiente, S—S' < (M — m) (Ar + Ad) = (M — 
~= m) Azı. Ya que Az¿< Al entonces S — S’ < (A — m) A. Esta 
desigualdad coincide con la primera de las desigualdades adncidas en 
Ja formulación de la propiedad 5°, si p = 1. La demostración para 
las sumas inferiores se hace análogamento. 


#) Notemos que, en virtud]de la propiedad 2°, estas diferencias son no 
negativas. 

**) Anteriormente, demostrando la propiedad 2°, ya homos notado que la 
cota superior exacta de la función en una parte del segmento no supera su cota 
superior exacta en todo el ento. Observemos también que la cota inferior 
exacta de la función en todo el segmento no supera su cota superior exacta en 
cualquier parte de este segmento. 
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6. Lema de Darboux. Las integrales superior e inferior de Darboux 
Te I de la función f (x) por el segmento la, b) son, respecticamente, los 
limites *) de las sumas superiores e inferiores para A—=0, 

DEMOSTRACION Demostremos, por ejemplo, que km s=I. 


A A A AA 
evidente puesto que $ = = I Por eso, tomamos 17 >m. Ya 
que Tes la cota inferior exacta del conjunto de las sumas superiores, 
entonces, para cualquier e > 0 dado so puede indicar una parti- 
ción 7* del segmento la, b] tal que la suma superior S* do esta parti- 
ción se diferencie de J en menos que e/2: 


se —T<el2. (1.4) 


Denotemos mediante p el número de los puntos de la partición 7* que 
se encuentran estrictamente dentro del segmento [a, bl. Sea T cual- 
quier partición del segmento la, b], eu el cual la longitud máxima A 
de los segmentos parciales verifica la condición 


Ad: (1.2) 


y sea S la suma superior de esta partición. Añadimos a esta partición 
los puntos interiores de la partición 7*. Como resultado, obtenemos 
la partición 7” cuya suma superior S satisface, en virtud de la 
propiedad 5° y la condición (1.2) para A, la desigualdad 


0<S—S'<(M — m) pà <el2. (3) 


Por otra parte, la partición 7” puedo considerarse como la partición 
obtenida despuós de añadir los puntos interiores de la partición 7 
a T*. Por eso, en virtud de Ja propiedad 2, 


T< S'< se. 


De aquí se desprende que O< S’ —1<8S* — T, o sea, según la 
desigualdad (1.1), y 
oss Tae 
Sumando esta igualdad y la desigualdad (1.3), obtenemos 
0<S-T<e. (14) 


*) El concepto de límite do las sumas superiores o inferiores se determina 
de modo completamente análogo al concepto de límite de las sumas integrales. 
A saber, el número 7 se denomina lírito de las sumas superiores S para A> 0 
si para cualquier número positivo e se puede indicar un número positivo ô tal 
que para A< 8 se cumplo la desigualdad | $ — Ñ] < 8. 
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De este modo, hemos establecido que, para cualquior e > 0 dado se 
puede indicar un $> 0 (se puede, por ejemplo, poner ô= 
= =p) > tal que las sumas superiores S de las particiones 7 
del segmento [a, b} para las cuales la longitud máxima A de log 
segmentos parciales es menor de ô (véase (1.2)), satisfacen la desigual- 
dad (1.4). Pero esto significa que la integral suporior 7 de Darboux 
es el límite de las sumas superiores. Para las sumas inferiores la de- 
mostración es análoga. El lema de Darboux queda demostrado. 


$ 3. Condición necesaria y suficiente de integrabilidad 


Las propiedades establecidas do las sumas superiores e inferiores 
pormiten enunciar la condición necesaria y suficiente de intograbilí- 
dad de la función en una forma bien simple. A saber, tiene lugar el 
siguiente teorema fundamental. 

Teorema 1.1. Para que la función f (z) acotada en el segmento 
la, b) sea integrable en este segmento es necesario y suficiente que, para 
cualquier e >0, exista una partición T del segmento la, b) para 
la cual 


S-:<e 
DEMOSTRACION, 1) NECESIDAD. Sea la función f (z) integrable en el 
segmento [a, b]. Mediante 7 denotemos el límite de las sumas inte- 
grales de esta función. Según la definición del límite de las sumas 
integrales, para cualquier e > O se puede indicar un 3 > 0 tal que 
para cualquier partición 7, que satisface la condición Á <ô, inde- 
pendientomente del modo do elegir los puntos E, en los segmentos 
parciales de la partición se cumple la desigualdad 
M fo E) —11<e4. (1.5) 
Fijemos una partición de oste tipo 7. Por la propiedad 1° (véaso el 
p: 2 del párrafo anterior), para la partición dada 7 so puede indicar 
dos sumas integrales (en otras palabras, en todo segmento parcial 
le¿-,, zi] pueden elegirse los puntos Ej y Ej) tales que 
SH SR Hen AE. 
Notemos que las dos sumas integrales Z fz;, $í) e Z fz, Er) satisfacen 
la desigualdad (1.5). De la relación 


S—s = (S — I {ze E) + U fen ED + 
+A — Ij KPH U n gi) s), 
la desigualdad (1.5) y las desigualdades S— Z(z, i} <È y 


Izi E) —s << se desprende que 

S=s<e 
La necesidad do las condiciones del teorema queda demostrada. 
2652 
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2) suricwncsa. Ya que para cualquier partición 7 son válidas las 
desigualdades s< 1< T< S y para cualquier e > 0, según la condi- 
ción del teorema, se puede indicar una partición tal que $ — s< £, 
entonces0 <T — I< e. Debido aque e es artitrario, obtenemos 7 == T. 


Denotemos el valor común de los números 7 e T mediante J y de- 
mostremos que el número 7 es el límite de las sumas integrales de la 
función f (z). En electo, en virtud dol lema de Darboux (véase el p. 2 
del $ 2), el número Z es límite común de las sumas superiores e in- 
feriores para A— 0. Por eso, para cualquier e, se puede indicar un $ 
tal que para A <8 se cumplen las desigualdades I — s < 
y S — I <el2, o sèa, para A <ô, S —s < e, con tal que s& 7< 
< S. Toda suma integral 7 {z;, 5,) de la partición dada 7 se compren- 
de entre la suma superior y la inferior s< Z (a, $1} S S. De este 
modo, para A <ô ambas magnitudes / e / (zi E/) se comprenden 
entre los números S y s, Ja diferencia entre los cuales es menor de +. 
De aquí se desprende que para A < ô 


M (o E)-11<e 


Por consiguiente, el número 7 es el límite de las sumas integrales. 
El teorema queda demostrado. 

A continuación necesitaremos forma un poco distinta de anota- 
ción de la condición necesaria y suficiente de integrabilidad. Sean M, 
y my cotas exactas de los valores de la función f (2) en [t;n zl. 
El número 


o: =M,—mi 


so denomina oscilación de la función f (z) on el segmento [ziy xl. 
Notemos que, como M; > m4. la oscilación w; es número no negativo. 
Vamos a escribir ahora la diferencia S — s en la forma siguiente: 


S=s È Midz— È mAr 2 (M, — mi) Az; =2 Ar. 


Puesto que o> 0 y Az, > 0, entonces todo sumando en la última 
suma es no negativo. 

Se puede enunciar la condición necesaria y suficiente de integra- 
bilidad de la función en la forma siguiente. 

Para que la función f (z) sea integrable en el segmento la, bl, es 
necesario y suficiente que, para cualquier e > 0, exista una partición T 
del segmento la, b] para la cual 
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$ 4. Algunas clases de funciones integrables 


En el presente párrafo demostremos la integrabilidad de funcio- 
nes continuas en un segmento, algunas funciones discontinuas 
y funciones monótonas. Para demostrar la integrabilidad de funciones 
continuas necesitaremos una propiedad importante de funciones 
continuas en un segmento que se establece en el punto siguiente. 

1 Propiedad de la continuidad uniforme de una función. 

Definición. La función f (x) se denomina uniformemente continua 
sobre el conjunto (z)*) si para cualquier número positivo « se puede 
indicar un 6 positivo (dependiente sólo de e) tal que para cualesquiera dos 
puntos a' y z” del conjunto {z} que satisfacen la condición | z" — a | < 
<ô, se cumple la desigualdad |f(2") — f (4) | < e. 

observación. En esta definición lo principal es que, para cual- 
quier e > 0, existe un 8 > 0 que garantiza el cumplimiento de la desi- 
gualdad | f (x°) — f (4) Í < e para todos los z' y z” del conjunto {x} 
a la vez, si se observa la única condición | z" —x' | < ô. 

Para explicar la propiedad de la continuidad uniformo, conside- 
remos los siguientes ejemplos: 

1) La función f (x) = V zes uniformemente continua en la semi- 
rrecta z> 1. En efecto, según el teorema de Lagrange tenemos, para 
cualesquiera 2>1 y 2">1. 

1 1 

SA A E TN aar 

11 (2) =1 61 1 yl [<z | | 
(la última desigualdad se desprende del hecho do que E se comprende 
entrez’ yz”, y por eso, § œ 1). Por consiguiente, si según el e > 0 
dado escogemos cualquigr $ que satisface la condición 0 < ô < 2e, 
entonces, para | £” — z’ | < ô se cumple la desigualdad | /(2")= 
— f (4) | < e, es decir, sobre el conjunto zœ 1 la función / (2) = V 7 
es uniformemente continua. 

2) La fuución f (z) = 3* no es uniformemente continua sobre el 
conjunto 2> 1. Es suficiente demostrar que, para cierto e > 0, no 
se puede escoger ô > 0 que garantiza el cumplimiento de la desi- 
gualdad | f(x”) — f (2) | < e para todos los 2 > 1 y 2">1 sila 
única condición es | z” — x' | < ô. Demostraremos que en realidad, 
incluso para cualquier e > 0, no se puede escoger dicho ô. Fijemos un 
€£>0 y consideremos cualquier $ positivo. Escojamos 2" >+ y 
a” = 2 +$. Entonces |x" —2' | =$ <6. Empleando el teorema 


de Lagrange, obtenemos 
146) i) I aE aa | = Eb. 
*) En este caso se supone que cl conjunto {=} es denso en sí (véase la parte 
diwal del $ 3, el cap. 2 del tomo 1). 
ze 
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Ya que E se comprende entre z' y 2”, entonces E > T y, por eso, de 
la última desigualdad se desprende la desigualdad 


116) -1)1>* 


aunque | z” — z’ | < ô. De este modo, la función f (z) = 2* no es 
uniformemente continua sobre el conjunto z= 1. 


3) La función f (z) = son $ no es uniformemente continua sobre 


el intervalo (0, 1). Domostremos que para cualquier e que satisface 
las condiciones 0 < e < 2 no se puede indicar ô > 0 que garantiza 
el cumplimiento de la desigualdad |/ (2) — f (2) | < e < 2 para 
todos los z' y 2” del intervalo (0, 1) si la única condición es | z” — 


—4'| <ô. Para cerciorarse de esto, es suficiente tomar z’ = ¿Fay 


y z" =2 5 y, Para cualquier $ > 0, escoger k tan grande que 
(ED q 


|æ" — a |< 8. Para los puntos indicados z’ y z” y para cualquier X 
la diferencia 


IEN — ()1= | son 


Demostremos el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 1.2 (de la continuidad uniforme). Una función f (€), 
continua en el segmento la, b), es uniformemente continua en este seg- 
mento. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que la función f (x), continua en el 
segmento la, b], no es uniformemente continua en este segmento. 
Entonces, para cierto e > 0, no se cumplon las condiciones enuncia- 
das on la definición de la continuidad uniforme. Esto significa que 
para dicho e >O y cualquier número positivo 8, en el segmento 
[a, b} existen puntos z’ y z” tales que | z” —x' | < 6 pero | f (2°) — 
—4 (a) 1> e. Por eso, para todoó = 1/n, n = 1, 2, .. ., existen 
puntos z} y zh del segmento (la, b) tales que | 75 — z} | < i/r. 
poro |f (25) — f (æn) |> £. Ya que fra} es sucesión de puntos del 
segmento la, bl, entonces según el teorema de Bolzano — Weiors- 
trass, de ella se puede separar una subsucesión {z}, } convorgonto 
a cierto punto c de este segmento (véase la observación 2 dol p. 4, 
$ 4, cap. 3, tomo 1). Evidentemente, la subsucesión (zh,) de la 
sucesión {z4} también converge a c. Ya quo enel punto e la función 
1,(z) es continua, entonces los límites de las sucesiones {f (rh,)} 
y {f (a%,)) son iguales a f (c), y, por eso, la sucesión {/ (2%) — f (Shn?) 
es infinitesimal. Pero esto es imposible puesto que todos las elemen- 
tos f (£in) — f (24, ) de dicha sucesión satisfacen la desigualdad 


17 hn) — F (Thn) I> e De este modo, la suposición de que la 


3 


—sen -$ |=2>6. 
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función continua en el segmento [a, b] no es uniformemente continua 
conlleva la contradicción. El teorema queda demostrado. 

Corolario. Seu la función f (x) continua en el segmento la, bl. 
Entonces, para cualquier número positivo e se puede indicar un 6 > 0 
tal que en todo segmento parcial lc, d] perteneciente al segmento la, bl, 
cuya longitud d — e es menor de 8, la oscilación © *) de la función 
1 (2) es menor de e. 

pemosmaciox. En virtud del teorema que acabamos de domostrar, 
la función f (z), continua en el segmento (a, b], es uniformemente 
continua en este segmento. Por eso, para cualquier e >> Q, se puede 
indicar un 6 > 0 tal que para cualesquiera z' y x” del segmento la, b] 
que satisfacen la condición | 2" — z’ | < 6 se cumple la desigual- 
dad |/(x”) —f(7)| <8. Demostremos que en todo segmento 
parcial [c, d] perteneciente al segmento [a, b] y cuya longitud d — e es 
menor de dicho 8, Ja oscilación «w de la función f (z) es menor de e. 
En efecto, ya que la función f (x) es continua en el segmento [c, d], 
en este segmento so puede indicar puntos z’ y z” tales que f (2') = m, 
y f (2") = M, donde m y M sou cotas inferior y superior exactas de 
Í (æ) en el segmento [c, d] (véase el teorema 8.8), Ya que | 2” — 
— e | < $ (puesto que la longitud del segmento [c, d] es monor que $). 
entonces | f (x) — 1 (2) | < e. Poro f (2%) —f (4) = M — m = o. 
Por eso, w< e. 


OBSDUVACIÓN. Un conjunto (xj de puntos de la recta numérica se denomina 
cerrado si contiene todos sus puntos límite **). Es válida la siguiente afirmación. 
Una función f (2), continua sobre un conjunto cerrado acotado *99) (7), es unifor» 
memente continua sobre este conjunto. La demostración do osta afirmación es aná- 
logu a la del teorema 1.2, 

2. Lema de Hcinc— Borel. Otra demostración del teorema de la continui- 
dl uniforme. Un punto z del conjunto {z} a denomina punto interior do este 
vonjunto si z pertenece a uu intervalo, en el cual todos los puntos pertenecen al 
conjunto (2). El conjunto (2) se denomina abierto si todos los puntos do este 
conjunto son interiores. 

Se dico que el confunio dado {x} está cubierto por el sistema © de conjuntos 
abiertos **+8) si todo punto z de este conjunto pertenece, por lo menos, a un con- 
junto de E. Demostremos el lema siguiente. 

Lema de Heine — Rore: +), St el segmento la, b} está cubierto por un 
sistema infinito E de conjuntos abiertos, entonces de este sistema se puede separar un 


subsistema È de conjuntos que también cubre el segmento (a, bl. 


*) Recordemos que se llama oscilación w de la función j (z) en el seg- 
mento |e, d) la diferencia Af — m entro las cotas superior exacta e inferior exac- 
ta de la función f (z) en esto segmento. 

**) La definición del punto límite de un conjunto se da en el p. A del $4, 
cap. 3, tomo 4, 
4 de La definición del conjunto acotado se da en el p. 9 del $ 4, el cap. 3, 
omo 4. 

*29*) Si el conjunto {z} consiste sólo de un punto y el sistema E comprende 
solamente un conjunto abierto. diremos que esto conjunto cubre el punto indi- 
cado. 

+e201) E. Heine, matemático alemán (1821—1881). Emile Borel, matemáti- 
co francés (1874—1956). 
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DEMOSTRACIÓN *), Soa {z} conjunto de tales puntos del segmento la, b] 
que si 7 pertenece a esto conjunto, entonces el segmento [a, z] so cubre por un 
subsistema finito X’ del conjunto de sistemas 2. Demostrémos que el conjun- 
lo (+) coincido con el segmento [a, è]. Ya que el punto a está cubierto por ua 
conjunto del sistema Y y este conjunto es abierto, entonces él cubre también un 
segmento fa, z] todos los puntos del cual, según lo dicho anteriormente, perte- 
mecen al conjunto fx). El conjunto (2) es evidentemente acotado, Sea z= 
= sup (2). Corciorémonos de que z pertenece al conjunto {s} y z= b. En 
electo, z está cubierto por un conjunto del sistema E y, por consiguiente, todos 
los puntos de cierta intervalo (7 — £, 7-+ e) están cubiertos por e) mismo con- 
junto Ya que % = sup {z}, entonces existen puntos del conjunto (7) ton 
próximos a 7 como so quiera, y, por cso, existe un punto r’ de este conjunto 
que pertenece al intervalo (Z — e. z+ e) Dela definición del conjunto 
dz) se desprende que el segmento la, Y] se cubre por un subsístoma fini 
to Z’ de conjuntos del sistoma Y. Uniendo a E* el conjunto que cubre el punto 7, 
obtenemos un subsistema finito E de conjuntos del sistema E quo cubre el sog- 
mento [a, 7). Por consiguiente, 7 pertenece a (7). Si admitiéramos que T< b, 
entonces el subsistema E cubriría todos los puntos de un segmento [a, 7°], donde 
7 < 1" < F+ e, y, por eso, el punto z” pertenecería al conjunto {x}. Poro esto 
es imposible porque z cs la cota superior exacta del conjunto (x). De este modo, 
el ecajonte, {z} coincide con el segmento ja, 51. El lema, quedo, demostrado, 

OBSERVACION Se puede generalizar cl lema de Hejne-Borol del modo 
siguiento, Si un conjunto acotado cerrado **)(r) está cubierto por un sistema 
Infinito E de conjuntos abiertos, entonces de este sistema se puede separar un su bsis- 
tema finito È de conjuntos quecubre también en conjunto {x}. Aduzcamos ahora 
otra demostración del teorema 1.2. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA DE LA CONTINUIDAD UNIFORME. Prolonguo- 
mos f (x) subre toda la. recta haciéndola igual a / (b) para x>b 0 igual a / (a) para 
x< a, Ya que f (2) es continua en todo punto del segmento (a, bÌ. entonces, para 
cualquier punto æ de este segmento y cualquier e > 0 dado, so puedo indicar un 
$' > 0 dependiente, hablando en general, de x y tal que para todos los puntos x° 
qué satisfacen la condición | 3 — x | < & se cumple la desigualdad | f (2) — 
-—/ (x) | < e/2. De oste modo, ol segmento [a. è] está cubierto por el sistema 
infinito E de los intervalos (z —6'/2, z + 8'/2) ***) del cual se puedo separar, en 
virtud del lema de Heine — Borel, un subsistema finito È de intervalos que 
también cubre el segmento fa, b]. Sea 6 valor mínimo de 6'/2 para este subsistema 
finito É do intervalos. Sean ohora =’ y =" cualesquiera dos pumos del seg: 
mento Ja, b] que la condición |z" — z| <ô, y sea x contro del 
intervalo (x — 8/2, z +8'/2), 6< 5/2. del sistema quo cubre el punto z’. 
Puesto que | — s| < (8/2) <6 y ¡27 —21<8', se nene |f(r— 
A E el y 1) (0 D < e2, y, por eso, 


LY EISAI — HD HA I N < e2 A m e 


+) Esta domostración del lema de Heine — Bore) pertenece a"Honri Lebes- 
guc, matemático. francés (1875—1941). Señalemos que Lebesgue dio y argumen- 
ES un modo más generalizado de abordar el problema de integración que el 
expuesto en ol presente capítulo, El concepto correspondiente de integral se 
denomina integral de Lebesgue. z 
) Véase la observación del punto anterior. É 
) Tomamos los intervalos (z —— 8/2, z -+ 8'72) on vez de (7 — &', z + 6) 
para razonar ulteriormente con más comodidad. 
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Así pues, para cualquier € > 6 dado hemos indicado un ô> 0 tal que para cuales- 
quiera puntos 2’ y z” del segmento [a, 6] que satisfacen Ja condición | z” — 
—a' | < ô se cumple la desigualdad | f (x°) — f (2°) | < e- Pas coaaiplasin; la 
función F (2) es uniformemente contmua en el segmento [z, b). El teorema queda 
demostrado. 


3 Integrabilidad de las funciones continuas. Domostromos el 
siguiente teorema fundamental. 

Teorema 1.3. La función f (x) continua en el segmento la, b] es 
integrable en este segmento 

DEMOSTRACION Sea dado cualquier e > 0. En virtud de la con- 
tinwidad uniforme de la función f (z) en el segmento la, b], para ol 
número positivo e/(b — a) se puedo indicar un $ > Q tal que para 
la partición 7 del segmento la, b] en segmentos parciales [ziy 21), 
cuyas longitudes son menores de 6, la oscilación w; de la función en 
todo segmento parcial será menor de e/ (b — a) (véase el corolario 
del teoroma 1.2). Por eso, para ostas particiones 7 


Y 0/42, < T 


izi as 


Por consiguiente, para la función f (z), continua en el segmento la, b], 
se cumplen las condiciones suficientes de integrabilidad. 

4, Integrabilidad de algunas funciones discontinuas. Se dice que 
el punto z está cubierto por un intervalo si este punto portenoce a di- 
cho intervalo. Demostremos el siguiente teoroma. 

Teorema 1.4. Si la función f(x) está definida y acotada en el 
segmento la, b] y si para cualquier número positivo e se puede indicar 
un número finito de intervalos que cubren todos los puntos de discon- 
tinuidad de esta función y cuya suma total de longitudes es menor de e, 
entonces f (2) es integrable en el segmento la. b). 

DEMOSTRACIÓN. Sea dado cualquier e >U. Vamos a cubrir los 
puntos de discontinuidad de la función / (2) por un número finito de 


P h e 
intervalos cuya suma total de longitudes es menor do 755» 


donde M y m son cotas superior e inferior exactas de f (x) en el seg- 
mento la, b] (el caso do M = m puede excluirse puesto que entonces 
Í (z) = c = const). Los puntos del segmento no pertenecientes 
a dichos intervalos forman un conjunto compuesto de un número 
finito de segmentos no intersecantes. En cada uno de ellos la fun- 
ción f (x) es continua y, por eso, uniformemente continua, Vamosa par- 
tir todo segmento de este tipo de tal modo que, en cualquier segmento 
parcial de la partición, la oscilación w; de la Junción f (2) ses menor 


de xy => Uniendo estas particiones y los intervalos que cubren 


los puntos de discontinuidad de la función / (z) obtonemos la parti- 
m 7 de todo el segmento la, b]. Para esta partición, los sumandos 
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de la suma Ð Az; (igual a S — s) se dividen en dos grupos 
a 


Y 'o,4z, y Y "o;Az; con tal que el primer grupo comprende todos los 
sumandos correspondientes a las partes de la partición 7 formadas 
por los intervalos que cubren los puntos de discontinuidad, y el 
segundo grupo, los demás sumandos. Ya que para Jos sumandos 
del primer grupo las oscilaciones œ; = M; — m; satisfacen la 
desigualdad o; < M — m. entonces 


Dor < (M — m) Y Me (M — Mo 


Para jos sumandos del segundo grupo, <a Por eso, 


e 
Tar 


> 
20,7, <q 


De este modo, 


PECE 


b- a= 4 


£ 
Tea) 


S—s= Y odr D 0,47, HN odre. 
E 


Así pues, para la función f (z) dada en la condición del Leorema, se 
cumplen las condiciones suficientes de integrabilidad. El teorema 
queda demostrado. 

Corolario. La función f (z), acotada en el segmento la, bl y que 
tiene sólo un número finito de puntos de discontinuidad, es integrable 
en esle segmento *). En particular. una función continua a trozos en el 
segmento dado es integrable en este segmento. 

omseavación Es obvio que si la función f (z) es integrable en el 
segmento la, b] y la función g (x) se diferencia de la función f (x) 
sólo en un número finito de puntos, entonces la función g (z) es tam- 
bién integrable en el segmento la, bl con tal que 


h e 
| fæ de= | ear. 


Consideremos un ejemplo de la función integrable que tiene un 
número infinito de puntos de discontinuidad. Sea que on el segmento 
[0, 4) está dada la función f (2) (fig. 1.4) 


1 en los semisegmentos (ñ ==) n= 


a 2, ce. 


12) = |—1 on los somisegmentos (miry: gy h =t 2 +... 
en el punto 2=0. 


D S p es nimero de puntos de discontinuidad, es suficiente cubrir todo 
punto de discontinuidad por ol intervalo de longitud e/2p. 
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Dicha función tiene discontinuidades de primera especie en todos 
los puntos z, = Un, n=2, 3, .... Fijemos cualquier e >0. 
Vamos a cubrir el punto z = Ô (en cualquier entorno de este punto se 
encuentra un número finito de 
puntos de discontinuidad de la 
función) por el intervalo 
(—e/4, e/4). Fuera de este inter- 
valo se halla solamente un nú- 
mero finito p*) de puntos de 
discontinuidad de la función, 
cada uno de los cuales se cubre 
por un intervalo de longitud 


menor de zz. La suma de las 


longitudes de los intervalos que 
cubren todos los puntos de dis- 
continuidad de la función consi- 


. e 
derada es menor de $ + Poe. 


Por consiguiente, la función 
f (2) es integrable on el segmon- 
to (0, 4). 

5. Integrabilidad de las a 
funciones acotadas monótonas. Pata 

Teorema 1.5. Una función f(x) 
monótona en el segmento la, L), es integrable en este segmento **). 

DEMOSTRACION Para la precisión, demostremos el teorema para 
la función / (z) no decreciento en el segmento la, bÌ. Prefijemos un 
número positivo arbitrario e y dividamos cl segmento [a, b) en partes 

e 


iguales cuyas longitudes son menores de -yg =7737 (el caso de 
j (a) = f (b) puede excluirse, puesto que entonces / (z) = const). 


Estimemos para esta partición la diferencia S —s = Ñ Az; 
E 


Tenemos 


TE a Eos 
Ss Y wide, + o 


A o 
Pero, pura la función decreciente Y) 6, = f (b) — f (a) por lo que 
E 


S—s<e. El teorema queda demostrado. 


=1 Naturalmente, el número p depende de e. 

**) Notemos que si la función es monótona ©i 
valores se comprenden Sini, (as y f (b). Por eso, la fi 
sobre el segmento Ía, b] está acotada en este segmento 


segmento [a, b], sus 
¡ón monótona definida 
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$ 5. Propiedades fundamentales de la integral definida 


Demostremos la validez de las siguientes propiedades de la 
integral definida: 
4%. Consideramos que 
j 1(2)d+=0. 
> 


(1.6) 


Notemos que la fórmula (1.6) debe considerarse como un acuerdo. 
Es necesario aceptarla como la extensión lógica del concepto de la 
integral definida para el segmento de longitud nula. 

2%. Consideramos que para a< b 


: » 
f f(z)dz = =$ MELA (1.7) 
$ : 


Esta fórmula debe considcrarse también como un acuerdo. Us la 
generalización lógica del concepto de la integral para el caso cuando, 
para a < b, el segmento la. b) es recorrido en la dirección de ba a 
(en este caso, en la suma integral todas las diferencias Az; = 1, — 
—x,, tienen signo negativo). 

3”. Sean las funciones f (x) y g (2) integrables en el segmento 
la, bl. Entonces, las funciones f (x) + g (z), f (2) — g (0) y f (0) g (0) 
lo son también en este segmento con lal que 


» f , 
fu e (01 de=| fdr | e(o)az. (18) 


Demostremos primeramente la integrabilidad de la función f (r) + 
= g (z) y la validez de la fórmula (1.8). Para cualquier partición 
dol segmento (a, b] y cualquier modo de elección de los puntos E; 
para las sumas integrales es válida la relación 


D EEEN Ane X fE) Ar D eE) Arn 


vpo eso. de la existencia del límite del miembro derecho se des- 
peáade la existencia del límite del miembro izquierdo. Por consi- 
guiente, la función f(x) + g (x) es integrable y tiene lugar la [ór- 
mula (1.8). 

Demostromos ahora que el producto de funciones 1ntegrables es 
función integrable. Ya que las funciones f (z) y g (z) son integra- 
bles en el segmento la, b}, entonces son acotadas también en este 
segmento (véase la afirmación en elp. 1 del $1), que |f (2) |< 
<A y |g (1) i< B. Consideremos cualquier partición dada 7 del 
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segmento la, bl. Sean z’ y x” puntos arbitrarios del segmento parcial 
lz,-,, 2,1. Tenemos la identidad 


160 g (2) — M0 g (0) =1 (2) —1() 2 (0) + 


lg (2) — g (014 (2). 
Ya que 


LF) ate” 


1) 4) on F6)—16)1< 0, eN 
re lg (2) — g (7) 1< 01 
donde w;, Oi, ©; son oscilaciones de las funciones f (z) g (2), f (2), 
g (2). respectivamente, en el segmento [x;.,, z;], entonces, según la 
identidad mencionada *), 

o, < Bay +A 
Por eso, 


D 0/47, <B Y mAr tA Y DiAz. 
E 6 E 


Puesto que / (2) y g (x) son integrables en el segmento [a, b], para cual- 
quier e => 0 dado se puede indicar una partición 7 de oste segmento, 
tal que 


n " 
Y 0,7, <p y Y Ar, <p. Por consiguiente, para esta 
al i=: 

partición, 


S—s = J 0,47, <Bjgp+A =t 
imi 
Por eso, el producto de funciones integrables es función integrable. 
4°. Si la función f (x) es integrable en el segmento la, bj, entonces 


la tunción ef (2) (e = const) es integrable en este segmento, con tal 
que 


» 
| erlade =c He) dz. (1.9) 
En efecto, las sumas integrales de las funciones f (z) y ef (x) se dife- 
rencian en el factor constante e. Por eso, la función cf (x) es integra- 
es válida la fórmula (1.9). 

5°, Sea la función f (x) egrablo on el segmento la, b]. Entonces, 
esta función es integrable en cualquier segmento Íc, d] comprendido 
en el segmento la. bl. 


*) En esta identidad se puede escoger los puntos 7’ y z* do tal modo que el 


miembro izquierdo se diferencie de œ, en una magnitud lan pequeña como se 
esea. 
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Puesto que la función f (z) es integrable on el segmento la, b), para 
cualquier è >> O existe una partición T del segmento la, bÌ tal que 
$ —s <e (véase el teorema 1.1). Añadimos los puntos e y da los 
puntos de la partición 7. En virtud de la propiedad 2° de las sumas 
superiores e inferiores (véase el p. 2 del 3 2), para la partición obto- 
nida 7 * es tanto más válida la desigualdad S — s < e. La parti- 
ción 7* del segmento Ía, b) engendra la partición T del segmento 
le, dl. Si $ y 5 son sumas superior e inferior de la partición 7, enton- 
S — s, puesto que en la expresión Y — S= Muj¡ Az, 
todo sumando no negativo ©:Ax; será también sumando en la expre- 
sión para S — s. Por consiguiente, $ — 5 < e, y, peor eso, la función 
f (2) os intograble en ol sogmonto le, dl. 

6”. Sea la función f (x) integrable en los seguientos la, c) y le, bl. 
Entonces, esta función es integrable en el segmento [a, b] con tal que 

» e b 


$1 dr=f 1000344 fiaz. (1.40) 


En primer lugar, consideremos el caso de a <c <b. Ya que la fm- 
ción / (x) es integrable en los segmentos la, el y (lc, b), entonces 
existen tales particiones de estos segmentos que la diferencia S — s 
es menor de g/2, para cada una de las particiones. Uniéndolas, obteno- 
mos la partición del segmento la, b) para la cual la diferencia S — s 
será menor de e. Por consiguiente, Ja función f (2) es integrable 
en la, b]. Incluíremos el punto ¢ en el número de los puntos que 
dividen el segmento [a, b] para toda partición del segmento. Enton- 
ces, la suma integral para f (z) en la. b) es igual a la suma de las sumas 
intograles para esta función en Ía, el y lc, b). Pasando al límite, 
obtenemos la fórmula (1.10). 

Si el punto e se halla fuera del segmento [a, b], entonces el seg- 
mento [a, bl os parte del segmento la, e] (o de fc, b)), y por eso, en 
virtud de la propiedad 5°, la función f (z) es integrable en la. bl. 
Consideromos el caso de a <b <c. Entonces, 


{ f (z)dz+ į 1()dr= į HOLA 
2 2 2 


De aquí, empleando la propiedad 2° y la fórmula (1.7), obtenemos de 
nuevo la relación (1.10). Es fácil convencorse de la validez de esta 
relación también para c <a <b. 


$ 6. Estimaciones de integrales. Fórmulas del valor medio 
1. Estimaciones de integrales. En este punto obtenemos algunas 


estimaciones para las integrales definidas cuyas funciones subinte- 
grales verifican unas u otras condiciones. 


$ 6. Estimación de integrales 2 


1°. Sea que la función f (x), integrable en el segmento la, bl, es no 
negativa en este segmento. Entonces, 


b 


f 1(2) dz >0. 


En efecto, toda suma integral de esta función es no negativa, y, 
è 


or eso, el límite 7 = | f(z)dz de las sumas integrales es tam- 
p 


bién no negativo*). 
OBSERVACION 1. Si f (z) es integrable en el segmento la, b) y f (2) > 
>m, entonces 
» 
| 1ajd2>m(b—=a). 


: 
En efecto, la función f(z)—m 3> 0 y es integrable en el segmen- 
> 


to la, BI. Por eso, | [f(1)—m}dz z> 0. De aquí, 
è » è 
$ fa) dx > $ mdz=m f dz=m (b—a) 


(véase la propiedad 3° y el ejemplo del $ 1). 
2°, St la función f(z) es continua, no negativa y no es idénticamente 
igual a cero en el segmento la. b), entonces, 


f 
| ar ><0>0. 


En ciocto, debido a que la función f (z) es no negativa y no es idén- 
ticamente igual a cero, on el segmento [a, b] existe un punto E tal 
que f (E) = 2k > 0. Entonces, sogún el teorema de la estabilidad 
del signo de una función continua, se puede hallar un segmento (p, q) 
que comprende el punto Ẹ y entre los límites del cual los valores de 
la función f (x) no serán menor que un número w >> 0. Por eso, con- 


*) Admitimos que el límite 7 de las sumas integrales es negativo. Enton- 
gos. según la definición del limite Z, para o) número e = | 7 | existo una suma 
integral 7 fz; Er), para la cual |} {z E) —/1<11 |. De osta dosigual- 
dad se desprende que / (<;, E,] -< 0, mientras acabamos de cerciorarnos de que 
toda suma integral es no negativa. Por consiguiente, el Jímite 7 es no negativo. 
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forme a la observación que acabamos de formular, 
a 
| 1@)dr > k(—p)>0. 
> 
Según la propiedad 6° de las integrales definidas, 
Ñ 


MS $ peras § Jdr + | fedr. 


7 


Por eso, ya que f(z) >0 y (Hd >.>0, donde c=k(q—p), 


> 
è 
$ $(2) dx >e>0. 
a 


3. Si las funciones f (x) y g (x) son integrables en el segmento 
ta, bÌ y f(z) © g (x) sobre todo el segmento, entonces, 
» 


ES $ 2 (2) dz. 


En efecto, la función / (x) — g (2) > 0 y es integrable en el segmen- 
to la. bl. De aquí, en virtud de la propiedad 1°, se desprende la 
validez de dicha estimación. 

OBSERVAQION 2. Si la función j (x) es integrable en el segmento 
la, b), entonces, la función |f (x) | es también integrable en este segmen- 
to, y, además, 


[ra <$ ás. 
: t 


Demostremos primero la integrabilidad del módulo | f (x) | de la 
función integrable f (z). Mediante M; y m; denotemos las cotas exac- 
tas do f (2) en ol segmento [zii z:l, y mediante Mi y mí. las cotas 
exactas de | f (z) | en el mismo segmento. Es fácil cerciorarse de que 
Mi — m< M, — my (basta considerar tres casos posibles: 1) M: 
y my son no negativos, 2) M; y m; son no positivos, 3) M; > 0, m; << 
< 0). De la desigualdad obtenida se desprende que S° — s < S — $. 
De este modo. para una partición S — s < €, entonces para esta 
partición S’ — s’ < e, es decir, para |f (z) | se cumple la condición 
suficiente de integrabilidad *). 


Hablando en general, de la integrabilidad de la función |f(0 1 
no se desprende la imtegrabilidad de f (r). Por ejemplo, la función 
st = f $ Para = racionales, 

= 1 4 para z irracionales, no es integrablo en el segmento 10, 1] mien- 
tras | fiz) [== í es función integrable on este segmento. 
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Demostremos ahora la estimación que nos interesa. Ya que 
— if} @) 1</()< |f (2) |, entonces 


» è è 
-$ I) dz < $ 1 dr< f 1f (2) | dx, pero esto signi- 
s z z 


fica que 


Ñ 
f raz 


s 
< f 14% 1dz. 


4°. Sean las funciones bh (x) y g (x) integrables en el segmento la, b} 
y sea g (£) > 0. Entonces, si M y m son cotas exactas de f (x) en el 
segmento [a, b], entonces, 


A » è 
mV eras | p&g a) da <M | g (dr. 4419) 
La validez de (1.11) se desprende de que para todos los x del seg- 
mento la, b) son válidas las desigualdades mg (:)< j (2) g (2) 
$ Ms (2) (véase la estimación 3? del presento punto y la propiedad 4' 
el $ 5). 
omsenvacion 3. En el complemento 1 del presente capítulo obten- 
dremos algunas desigualdades importantes para las sumas y las 
integrales definidas. 

2. Primera fórmula del valor medio. Sea la función f æ) inte- 
grable en el segmento la, b] y sean m y M cotas exactas de f a en el 
segmento la, bl. Entonces, existe un número p que satisface las desigual- 

s m< M y tal que 

E 


| 1dr 90a). (1.42) 
ja b 


En ofecto, tomando g(z)=1 y teniendo en cuenta que $ 1 dia 


=b—a (vénse el ejemplo en elp. 1 del $1), obtenemos, de (1.14), 
b 
m(b—a) < | i) dz <MQ—a). 


Denotando mediante p cl número 


b 
$ / (2) de, obtenemos 


la fórmula (1.42). 

Si la función f (x) es continua en el segmento la, bl, entonces exis- 
ten puntos p y q de este segmento tales que j (p) = m y f (q) = M 
(véase el teorema 8.8), y, por eso, en virtud del teorema 8.6, en el 
segmento [p, ql, y, por tanto, en la, b] existe un punto E tal que 
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f (8) = p. En este caso, la fórmula (1.12) toma la forma 
b 


[14 =1WH00. (143) 


Esta fórmula se denomina primera fórmula de valor medio. 

3. Primera fórmula del valor medio en forma generalizada. De- 
mostremos la siguiente afirmación. Sean las funciones f (z) y g (z) 
integrables en el segmento la, bl, y sean m y M cotas exactas de | (2) en 
el segmento la, b]. Sea, además, que la función g (x)>0 (6 g (2) < 0) 
en todo el segmento [a, bl. Entonces, eziste un número p que satisface 
las desigualdades m< p< M y tal que 

» b 


| Œe G) dr=n | g(a) az. 0.14) 
En particular, si f (x) es continua en el segmento la, b), entonces en 
este segmento existe un número E tal que 
» » 
$ std =10 $ eto az. (1:15) 
La fórmula (1.15) so denomina primera fórmula del valor medio en 
forma generalizada. 
è 
Demostremos la validez de la fórmula (1.14). Si f g(z)dz = 0, 


a 
b 


entonces, en virtud de las desigualdades (1.11), | y (2) g (2) de = 


=0 y, por eso, en calidad de p podemos tomar cualquier núme- 
b 


ro. Si | ste) dx>0, entonces, al dividir todos los miembros de 


El 
a 


las desigualdades (1.41) por y g (x) dz, obtenemos 


è 
$ iaje (z)dz 


mg <M. 
$ giz) dz 


è 
$1) g (2) dz 
Poniendo p igual a L————, obtenemos la fórmula (1.14) 
fedr 
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Si f (x) es continua en el segmento [a, b], entonces, cualquiera 
que sea el número p comprendido entre m y M, en este segmento 
existe un punto E tal que f (E) = p, es decir, la fórmula (1.14) se 
transforma en la fórmula (1.15). 

OBSERVACIÓN 4. Sila función f(z) no es continua, entonces, hablan- 
do en general, la fórmula (1.15), es inválida. En efecto, sea, por 
ejemplo, 


1 A 1 
si0<i<>z»> 

19- cid A z 

1, si F<z<t. 


A 
q si 7<zr<t. 


4 1 
1,si0<zr<-7» 
y g(z)= f e 
Entonces, como es fácil cerciorarso, el número y en la fórmula 6 
es igual a 2/3. De este modo, para cualquier E del segmento 


10) A Y 

4. nda fórmula del valor medio. Es válida la siguiente 
afirmación. Si en el segmento la, b) la función g (x) es monótona y f (4) 
es integrable, entonces en este segmento existe un punto E tal que 


, 1 


è è 
| 10 gz) dz= g (0) frowa gib) frea (1.16) 
3 5 


La fórmula (1.16) se denomina segunda fórmula del valor medio 
o fórmula de Bonnet *). La afirmación enunciada se demuestra en el 
complemento 2 del presente capítulo. 


$ 7. Existencia de la primitiva de una función continua. 
Reglas fundamentales de integración 


1. Existencia de la primitiva de una función continua. Antes 
do demostrar ol teorema de la existencia de la primitiva de una 
función continua, introduzcamos el concepto de integral con límite 
superior variable. 

Sea la función f (z) integrable en cualquier segmento que se con- 
tiene en el intervalo (a, b), y sea e un punto fijado de oste intervalo. 
Entonces, cualquiera que sea el número z del intorvalo (a, b), la fun- 
ción f (z) es integrable en cì segmento Íc, z}. Por eso, en el intervalo 


*) Bonnet, matemático francés, (1819—1892). 
3652 
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€, b) está definida la función 
F(a)= f MOLGA 


que se denomina integral con límite superior variable. Demostremos 
el siguiente teorema. 

Teorema 1.6. Toda función f (x), continua en el intervalo (a, b), 
tiene primitiva en este intervalo. Una de las primitivas es la función 


F=f joa, 


donde c es cualquier punto fijado del intervalo (a, b). 
DEMOSTRACION. Es suficiente demostrar que para cualquier < fi- 


jado del intervalo (a, b) existe el valor límite 


lm PEFHADAF con tal que este valor límite es 
Ax+>0 Az 


igual a f (2). En virtud de la propiedad 6” de las integrales definidas 
(véase ol $ 5)**), tenemos 
sor 


P (z +2) —F (3) = $ poa] rod- 


x+âx 


[1041 om [a $ Fat. 


Por la fórmula (1.43) del valor medio hallamos 
z4 ax 


F (z+ 4x2) 8 (2) =- j H0 dt=1() Az, 


donde E es número comprendido atea los números z y x + Ax. Ya 
que Ja función f (z) es continua en el punto z, entonces, f (E) > f (z) 
cuando Az=> 0. Por eso, de la última fórmula hallamos 


lim LEA MO =1(. 


axo 
El teorema queda demostrado. 

OBSERVACION 1, Se demuestra análogamente el teorema de la 
existencia de la primitiva de una función, continua en el segmento 
la. b], Notermos que en este caso, se puede tomar a en calidad de 
límite inferior de integración c. 

Hemos, denotado la variable do integración medianto la letra £, puesto 


que la letra z designa el límite superior de 
a Traean AE so toma Lan pequeto due (e E 6) pertenece a (a, 2). 
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OBSERVACIÓN 2 Eu la demostración del teorema 1.6 hemos esta- 
blecido la existencia de la derivada de la integral con límite superior 
varible y hemos demostrado que esta derivada es igual a la función 
subintegral 

E (f roa) =. (1.17) 

onservación 3. Notomos que sı la función f (z) es integrable en 
todo segmento que se contiene en el intervalo (a, b), ontonces la 
integral con límite superior variable es función de límite superior, 
continua en el intervalo (a, b). Para cerciorarse de esto, demostre- 
mos que el incremento AF = F (z + Az) — F (2) de la función 


F (e) = | 1 (0 detiondo a coro cuando Az— 0. En virtud de la fór- 


mula (1,12), tonomos 
z442 
Ple+an—P (x)= $ 10 dt=yAx, 
E 

donde el número p se comprende entro las cotas superior e inferior 
exactas de la función f (x) en el segmento fx, z -+ Az]. De la última 
fórmula se despreude que también AF=0, cuando Az 0. 

OBSERVACION 4. La integral con límito superior variable se usa 
Irocuontemente para dofimir nuovas funciones. Ya hemos notado en 
el cap. 6 que las primitivas do algunas funciones elementales no se 
expresan mediante funciones elementales y por eso no son funciones 
elementales. Recordemos que entre funciones no elementales se 
encuentran, por ejemplo, las Funciones 


AF 


fora y f cosezar. 
5 5 
2. Fórmula principal del cálculo integral. Hemos demostrado 

que cualesquiera dos primitivas ile la función dada f (z) se diferen- 
cian en una constante (véase el Leorema 6.1 del tomo 1). Por eso, 
según el teorema 1.6 y la observación í de este teorema, se puede 
afirmar quo toda primitiva ® (z) de la función f (2), conlinua en el 
segmento la, b), tiene la forma 


Dix)= Í arc, 
donde C es una constante. 
Poniendo en la última fórmula primeramente + = a y, dospués, 
==b y empleando la propiedad 1” de las integrales definidas, 
y. 
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hallamos 


i 
D=C, Do=| fmár+C ). 


De estas igualdades se desprende la relación 


h 
$ f(a) d2=0 (0) —(a) (1.48) 
llamada fórmula principal del cálculo integral **). 

Así pues, para calcular la integral definida de la función continua 
} (2) hay que determinar la diferencia de los valores de los límites supe- 
rior e inferior de integración de su primitiva arbitraria. 

Notemos que la fórmula principal del cálculo integral ensancha 
las posibilidades para calcular integrales definidas, puesto que la 
determinación de la integral definida se reduce a la búsqueda de la 
función primitiva. Los métodos para determinar las primitivas 
fueron elaborados bastante completamente en los capítulos 6 y 7 
del tomo 1 dol presente curso. 

Ya que en muchos casos la determinación de las primitivas es un 
problema difícil de resolver, es lógico buscar los métodos aproxima- 
dos para calcular las integrales definidas. En el cap. 3 proporciona- 
mos algunos métodos para calcular aproximadamente integralos defi- 
nidas. 

A veces, la fórmula (1.18) se escribe de otra forma. A saber, la dife- 
rencia ® (b) — O (a) se denota por el símbolo ® (z) |$. Entonces, 


à 
[1 ar=0(0|,. (1.19) 
Consideremos varios ejemplos: 
» 
1) | sonzda= -— cos z| = cosa— cosb, 


2 
ĵ Ens (10201 =Im2, 
1% i 

1 


») En esta fórmula hemos denotado la variable de integración medianto la 
lotra. z, puesto que el límite superior tiene valor fijado b. 
+*+) Esta fórmula so denomina también fórmula de Newton — Leibniz. 
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1n (3 + V 10). 


3. Cambio de variable bajo el signo de la integral definida. Sea 
que se cumplen las siguientes condiciones: 

4) la función f (x) es continua en el segmento la, b]: 

2) el segmento la, b) es conjunto de valores deuna función z = g (t) 
definida en el segmento a< t< $ y que tiene derivada continua en este 
segmento; 

3) g (a) = a, g (P) = b. 

En estas condiciones es válida la fórmula 


b B 
$16 d2=f jie (018 (t) at. (1.20) 


La fórmula (1.20) muestra que si está calculada la integral on el miem- 
bro izquierdo de esta fórmula, está calculada también la integral on 
el miembro derecho, y viceversa. Dicha fórmula se denomina jórmula 
del cambio de variable bajo el signo de la integral definida. 

Consideremos una primitiva ® (z) de Ja función f (z). Según la 
fórmula (1.18), tenemos 


è 
| s(a) az=0 0—9 (0). (1.24) 
> 


Ya que las funciones ® (z), y x= g (£) son diferenciables en los 
segmentos correspondientes, entonces la función compuesta ® (g (1)) 
es diferenciable en el segmento (a, B]. Por eso, aplicando la regla para 
diferenciar la función compuesta, obtenemos 


FOEMN=0 Mg, (1.22) 


con tal que Ja derivada D' se calcula respecto al argumento z: 
D ig (0) = D (2), donde x=g (t). Ya que W” (g) = j (z), entonces, 
para z = g (£), obtenemos W' (g (1)) = f (g) 1)). Poniendo este valor 
de D” (g (£)) en el miembro derecho de la igualdad (1.22), obtenemos 


HOLE =1EN E (0. 
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Por consiguiente, la función ® (£ (£)), definida y continua sobre el 
segmento la, fl, es primitiva de la función f (g (0) g’ (£) en este seg- 
mento, y, por eso, según la fórmula (1.18), 


ñ 
NE Mat DE BD (e ta). 


Ya que g (B) = b y g (a) = a, entonces, 
A 
Y AE) g (t) dt=0 (0) — O (a). 


Comparando Ja última fórmula y la (1.21). nos cercioramos de la 
validez de la fórmula (1.20). 
2 


sommpLos. 1) Consideremos la integral È Inv. Hagamos 


ase. Ya que t=0 para =1, t=1n2 para x==2, entonces 


[ua Z= Y tat =- =p n2. 
a 
2) Consideremos Ja integral E sen V 7 HA Sea z= t?. Enton- 
ada 
ces, z= n?/, para t=n/2 y x= n? para t=. Por eso 
ae 
—- _ de 9 de A a N 
feyz ==? $ sentar 20081 |% 
F T 


4. Fórmula de integración por partes. Sea que las funciones 
u (2) y v (zx) tienen dirivadas continuas enel segmento la, bl. Entonces 
tiene lugar la siguiente fórmula de integración por partes para las inte- 
grales definidas: 


b è 
fur mato] G ow (ajde. (14.23) 
Ya que v' (x) de = dv y u' (x) dz = du, entonces esta fórmula se 
escribe también de otro modo: 
$ A 
$ udv= uv] k- $ vdu. (1.24) 
? 2 
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No es difícil cerciorarse de que estas fórmulas son válidas. En efecto, 
Ja función u (z) v (æ) es primitiva de la función u (2) v' (z) + 
+v (aJu' (z). Por eso, en virtud de (1.19): 

> 

| tuto) o +v (1dr=lu (vh. 


De aquí, empleando la propiedad 3° de las integrales definidas (véase 
el $ 5), obtenemos las fórmulas (1.23) y (1.24). 
EJEMPLOS. 


2 
Insdr==lns| | ¿Eten 2—2|(=21m24. 


zdr 
TFA = 


$ 
i 
2 2 
35 sedme | | edra e (a—1)| =e, 
1 
j 


1 
ng 
arctg x dr = z arctg « j- į 


i 
> [zarctgz— Fin (14a ] = n 12. 


5, Término residual de la fórmula de Taylor en forma integral. 
Apliquemos la fórmula (1.23) para deducir la fórmula de Taylor de la 
Junción f (x) con término residual en forma integral. Sea que la función 
f (x) tiene en un e-entorno del punto a derivada continua de (n +4- 1)- 
ésimo orden $ sea x cualquier punto dado del e-entorno. Cerciorémo- 
nos de que el número 

Ran (0) = | E Oee" (1.25) 
es término residual de la fórmula de Taylor para la función f (z) con 
centro do desarrollo en el punto a. De este modo, la fórmula (1.25) 
representa el término residual de la fórmula de Taylor para la función 
f (x) en forma integral. 

Para demostrarlo, observemos que 

109=1(9+1 1 (at. 
e 
Apliquemos la fórmula de integración por partes (1.23) a la 


integral | 7'(£)at, poniendo u(f)=7 (t) y v()=—(2—1) (ya que 
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z es fijado, v’ dt=dt). Tenemos 


roa=—1 060 [+ rra dt 
=F (A @—a)+ | 101 dt. 


Poniendo la expresión hallada para f f (1) dt en la fórmula ante- 


riormente aducida de /(x), obtenemos 


1D (a) f' (a) (e—a) + $ 7° (0 t dt. 


A la integral $ f (t) (2—1) dt puede aplicarse también la fórmula 
de integración por partes, poniendo u()=3"() y v()= 


=— $ (7—1)? (ya que z es fijado, v’ dt==(2—1) dt). Después do 
hacer transformaciones no complicadas, hallamos 


| rOit =L aah laa 


y por eso 
1e =1 0) +E (e—a) t LEL (e—a) y | OO etde, 


Luego hacemos la integración por partes hasta que obtengamos la 
fórmula 


10=1(04+ E) a+ EP a+ 
YA tay” +7 í JD (0) (2— 1)" dt. 


Esta fórmula muestra que R, +, (x) es realmente término residual de 
la fórmula de Taylor para la función f (z) con centro de desarrollo 
en el punto a (véase el $ 13 del cap. 8, tomo 1). Empleando la forma 
integral (1.25) del término residual de la fórmula de Taylor, es fácil 
obtener el término residual de la fórmula de Taylor en forma de La- 
grange. Utilizando precisamente la forma generalizada (1.15) de la 
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fórmula del valor medio obtenemos 
x 


4 h e0 a" dt = 


LD j erdt = DETI MA (ayi, 
nl 


mD PHI 


La expresión obtenida es el término residual en forma de Lagrange *) 
(véase la fórmula (8.46) del $ 14, cap. 8, tomo 1). 
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Algunas desigualdades importantes para las sumas 
y las integrales 


1. Deducción de una desigualdad preliminar. Sean A y 8 cualesquiera núme- 
ros no negativos, y scan p y p' cualesquiera dos números superiores a la unidad 


y ligados por a relación $ +72 = 1 (estos números se donominarán conjugados). 
Entonces. 


EIA dl 
ABS (1.26) 
a 


Hallemos el valor máximo de la función Ma 19 G en la semirrecta 


1 
z> 0. Ya que rostl) le 374), A 
cuendo 0<=<l, y P(9<0, cuando xt. Por eso, la función tiene 
máximo /(1)=4—2 r Pues, pora todos los z>0 


aP — (p< Up. 
Tomando en la última desigualdad z = AP'B?'**) y multiplicando ambos miem- 
bros de esta desigualdad por BP”, obtenemos la desigualdad (1.26). 
2. Desigualdad de Húlder =**) para las sumas. Soan 01, as, in Y las 
dp» -~ «1 bn Cualesquiera que sean números no negativos y sea que p y p''tienen 
el mismo Sentido que anteriormente. Entonces es válida la siguiente desigualdad: 


Same Í Y aj” [ s a] 1.27) 


a A a 
Mamada desigualdad de Holder para las sumas. 


P 


=) Notemos que deduciendo así el término residual en forma do Lagrange, 
para Ja derivada do (7 -+ 1)-Ésimo orden se imponen restricciones un poco mayo- 
res que en el $ 14 del cap. 8, tomo 1, No obstante, si empleamos el teorema do 
Darboux demostrado al final del cap. 8 del tomo 1 (sobre el paso de la derivada 
por todos sus valores intermedios), obtenemos el término residual en forma do 
Lagrange solomente a condición de Ja existencia y la in egrabilidad de 0 (a). 

+3) Aquí tomamos B > 0, puesto que, para B = Ô, la validez de Ja desi- 
gualdad (1.36) no suscita dudas. 

+es) Jélder, matemático alemán (1859—41937). 
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En primer lugar demostremos que Si A;, As, ..., An Y By By, De 
son números no negativos, cualesquiera que scan, que satisfacen las desigualdades 
Dai y Nasa, (1.28) 

E E 


entonces para estos números es válida la desigualdad 


n 
X ABS (1.29) 
{i 


En electo, escribiendo para todos los pares de los números A; y By las desigual- 
dades (1.26) y sumando estas desigualdades por todos los £ de 4 a'n, obtenemos 


S 4 ` ¿A < ” t 1 
Dama AA NA. 
E Sa fa 


Por lo tanto, la desigualdad (1.29) quoda demostrada. 
Pongamos ahora 


aa B= x 


[8-1 — [84] 


Es fácil ver que los números A; y By satisfacen las desigualdades (1.28), y, por 
080, para ostos números es válida la dosigualdad (1.20) que en esto caso puedo 
escribirso de modo siguiente: 


Do la última desigualdad se desprende la desigualdad de Hólder (1,27). 
OBSERVACIÓN, En el caso particular de p =p" =2, la desigualdad do 
Hóldor so transforma en la desigualdad siguiente: 


(1.30) 


La desigualdad (1.30) se denomina desigualdad de Buniakovski **) para las sumas. 


*) Consideramos que al menos uno de los números a; y al menos uno de 
los números ð; son diferentes de cero puesto que, en caso contrario, la fórmu- 
la (1.27) no necesita la demostración. 

+») Viktor Buniakovski, matemático ruso (1804—1889). 
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3, Desigualdad de Minkowski *) para las sumas. Sean ay, 8% - 
Y Pas be 5, cualesquiera números no nogativos y cl número p > 1 
es ès v la" siguiente desigualdad: 


a a TP a 1 
a] < Í PS a] +[ rH a] ` (1.34) 
lamada desigualdad de Minkowski para las sumas, Ante todo transformomos la 


A a 
suma en el miembro izquierdo de (1.31). Se puedo escribir 


Y (tbo = Y a AN by (arbi)? 
a A -i 


Apliquemos la desigualdad de Holdor a cada una de las sumas situadas en el 
mierubro dorecho. Además, ya que (p—1) p' =p y 2 =*=2, optonomos 


a n qupa 1/9 
DES [à a] [3 (a+ ao] + 
a 


A 


+[ y a] [à arpoo] m 


P 


Maie”. 


n p- 10 
AL div idir ambos miembros de la último desigualdad por [ pa eteo] 


a 
obtenemos la desigualdad de Minkowski (1.34). 

4. Integrabilidad de una potencia positiva arbitraria del módulo de una 
Función integrable. Demostremos el siguiente teorema. 

Teorema 1.7. S! la función | (x) es integrable en el segmento la, b), entonces, 


la función | f (3) |" es también integrable en el segmento [a, bl, siendo r cualquier 
número real positivo. 


DEMOSTRACIÓN Es suficiente demostrar el teorema para el caso de r < 1, 
puesto quo, sì r > 4, Ja función | f (2) |” puede ropresentarse en forma del produc- 
to | 4 (x) 161 1 ¿ (x)"—171, donde [r] os parte entera do r y r — Ir] < 1. En virtud 
de la observación 2 del p. £ del $6, la función | / (2) | es integrable en el sog- 
mento fa, b], y, por eso, conforme a la propiedad 3° del $ 5, la función | f (z) JÙ 
es integrable en este segmento, Pero, entonces, en virtud de la misma propiedad 
y la integrabilidad de la función | f (z) Ir], la función | $ (2) |7 os también 
integrable en el segmento (a, 5]. Pues, domostremos el teorema para el caso de 
rot. Pongamos T = 1/p y observamos que p > 1. Ya que la función | f (2) | 
lo 


es integrablo en el segmento [a, b], entonces, para cualquier e > 0, existo una 
partición 7 de este segmento, para la cual 
$ (Mi—mi) Ary < eP (b—a)t-P, (1.32) 
A 


+, Hermann Minkowski, matemático y físico alemán (1864—1909). 
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Aquí, mediante Af, y m; se denotan las cotas exactas de la función | / (z) | en el 
segmonto parcial [21.,, z;]- Basta demostrar que la suma 


a 
S—s= Y) (MiP — mil) 32, (4.33) 
a 
es menor do e. 
Estimemos esta suma empleando la desigualdad de Hólder (1.27) y poniendo 
en ella a = (MÍP— m $P) (Az,)119).b/=(32,3/7. Obtenemos 


5 wra qué 
s—< [ $ arto an] ei [ $ a] “a 


7 a 
Demostremos ahora que 


LP? —m 10) < (A,m). (1.35) 


Al dividir por M; *) la última desigualdad se reduce a la siguiente: 
CTS AE 
IS 
Es fácil convencerse de la validez de la última desigualdad teniendo en cuonta 


quo 05 Fi <4 y p>t. Empleando la desigualdad (1.85) y tomando en 
considoración que 


Y 47, =d—a, 
a 
de la desigualdad (1.34) obtenemos lo siguiente desigualdad: 


» u» 

$5 [ Y (Mi—mi) sa| a, 

a 

Do aquí, empleando la desigualdad (1.32) y teniendo en cuenta que (iip) + 

EAP hala o o SeH 
S—s<e 

El teorema quoda demostrado. 

5. Desigualdad do Hölder para las integrales. Sean 7 (2) y g (z) cualesquiera 
dos funciones integrables en el segmento (a, b] y sean p y p’ cualesquiera dos 
números, no superiores a la unidad y ligados por la relación (41/p) + (1/p') = 1. 
Entonces os válida la siguiente desigualdad 
è 


E wr? yn. 
Y rerecnae|<[] menear) [$ en” a] (130) 


Mamada desigualdad de Hólder para las integrales. Notemos que la existencia de 
las integrales en el miembro derecho de (1.36) se garantiza por ol teorema 1.7, 
y do la integral en el miembro izquierdo, por la propiedad 3° del $ 5. 


*) Puede considerarse que M; > 0, puesto que si Af; 


0, entonces m;= 0, 
y la desigualdad (1.85) es válida. 
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Demostremos primero que si A (z) y B (z) son dos funciones no negativas 
© integrables en el segmento [a, b] que satisfacen las desigualdades 


v b 
{ A” (a) dz <1, $ BP (ajd KAA (1.37) 
entonces, 
b 
CCLOLESI (1.38) 
En efecto, en cualquier punto z del segmonto [a, b] es válida la desigualdad (1.26) 
> 
an Ee, 


Do aquí, en virtud de la ostimación de 3° del $ 6 y de las fórmulas (1.37), 


n è » 
Jarras | amati | B” carr 


La desigualdad (1.38) queda demostrada. 
Poniendo 


40= LOL, n0= le on E 
[i enra] Year a| 


llegamos a la siguiente desigualdad: 


è H wpe P 
fro teconrar< [| oira] [5 le)” a] . 
2 : : 


Ya que, en virtud de la observación 2 del p. 1 del § 6, 
è è 
MOUARTO 


en tonces, la desigualdad de Hòlder (1.38) para las integrales queda establecida. 
OBSERVACIÓN. En el caso particular de p = p'=2 la dosigvaldad de Hólder 
para las integrales o transforma en la siguiente desigualdad: 


è FEE 
[rorme e] Jure Y Y tetonas, as 


Mamada desigualdad de Cauchy — Buntakovski para las integrales. 
6. La desigualdad de Minkowski pora las integrales. Para cualesquiera 
funciones f (z) y g (z) no negativas ¢ integrables en el segmento [a, b] y para 
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cualquier número y > 1, es válida la siguiente desigualda: 


A ur d ERGA a Le 
[{ retewa <i roa] +[f wea] 10 


Mamada desigualdad de Minkowski para lus integrales, Pera obtener esta desi- 
gualdad hay que utilizar la fórmula 


b » n 
$ UI + (lr da $ DUDA IA dr $ RNA (Nr iz 


y aplicar la desigualdad de Hólder a las integrales que están en el miembro dore- 
¿ho de esta fórmula. Dejamos a cargo del lector la demostración pormenorizada 
Emplenndo Ja inducción, de la desigualdad (1.40) puede obtenerse la siguiente 
desigualdad para n funciones /, (2), fa (2), - . - Jn (2), no negativas e Integra: 
bles en el segmento ja, b]: 


s} vo 
( $ Iha + fa (2) + «le Sm (2)17 a} < 
è 


< [$ mie)” +[1 R oa) 
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Demostración de la afirmación del p. 4 del $ 6 


Para que sea más cómodo, volvamos a enunciar la afirmación del p, 4 del $6. 
Si en el segmento [a, b) la función y (2) es monótona y f (x), integrahle, ento, 
ces en este segmento existe un número E tal que 


A 5 b 
[raras | 1 de+ e f 10 ds. KEDE 
2 e H 


Domostremos primero la siguiente proposición auxiliar. 

Lema de Ahel **). Seanv, > va> . . -en SOY ny. Up, » ss, Un números 
cualesquiera. Si para todo í las sumas S, = u, i uz ch -< F tig se comprenden 
entre A y B, entonces la suma Viu, + Vaia E... + Vaun Se comprende entre 
los números Av, y Bv. 

DEMOSTRACIÓN 'Tonemos u = Sı. u; = S; — Sji: Por eso, 


Dj F Patia O = 0181 + 0 (S — S) H 
F-H On (Sa Sna) = Si (01 — a) + Sa (va — va) H 
+ Sa Wai — Yn) H Satna 


Para la comodidad, mantenemos lafnumeración de la fórmula advcida. 
3 Nils Henrik Abel, matemático noruego (1802—1829). 
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Ya que 1,>0 y v; — vi> Ù, entonces, cambiando en la última relación to- 
do S, primero por A y después por Æ, obtenemos las desigualdades 


A [fvi — 0) + (0 — ed H o oo a — Pa) H nl 
< (ot + vaus H -o PS B flos — va) +H 
+ Wwa — va) Hooo H Wna — Yn) H onle 


De aqui, observando que las expresiones untre corchetes son iguales a v,, obtene- 
mos 


ANS niu + vata H -o o 


El lema queda demostrado. 
OBSERVACIÓN. Para demostrar el lema de Abol hemos ompleado la transfor- 


Puin S Buy 


mación de la suma $) guy que suele llamarse transformación de Abel. En el 


Ea 
p, 2 del $ 5 del cap. 4 hay información más complota sobre la transformación de 
Abel y sus aplicaciones más importantes. 

DEMOSTRACIÓN DE LA AFIRMACIÓN DEL P. 4 DEL $6 Admilamos que la 
función g (z) no croce en fa, b| y no es negativa sobre este segmento. En virtud 
de Ja integrabilidad de fir) g (7) *), tenemos 


b ' 
| ree demin Y) feee Ed Mi 
a amt imi 


dondo A = máx Ax, 
Sean Mi y m, cotas exactos de / (2) en [ziy 741. Entonces, ya que g (2) es 
no negativa, son válidas Jus desiguaklades 


n “ » 
È mig (801) Ari Y f (rma) E (tia) Sz SY) Mig ler) Azi (1.41) 
E 6 Aa 


Pursto que g (a) no crece en la, +], eutencos la diferencia 


Ñ) Mig (20 A — Ñ, meg (i-d A= D) (Mi—mi) g (211) Ne 
a 5 i 


no supera el número g(a) Y) (M;—m;) Ari. Ya que la función f (2) es inte- 


grable, la suma Y) (M;— mi) 47: Jy w Az, tiende a coro cuando A —> 0. 
a a 

De aquí y de las desigualdades (1.41) se 

i; que satisiacen Jas desigualdades 


esprende que para cualesquiera niimeros 
uS Mi. cada una de las sumas 


Y migli) ar. Y rl An, Y) Mig tas De 
A 4 a 


*) Véaso la propiedad 3° del 4 5. 
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Y 
tiene por límite la integral $ Fe 5 (2) dz para A --0. Conforme a la fórmu- 


la (1.12), se puede elegir” los números pr, my < pi < Mi, de tal modo que 


i : 
Y) (P) de=pi Azi- Puesto que la función Fz) į FU) dt es continua en el 


= > 
segmento [a, b] (véase la observación 3 del p. 1 del $ 7), los números S= 
4 ho 


=J) pu Azn = Ñ 100 ds se comprenden entre la cota inferior exacta m y la 
hes a 
cota superiorjexacta M de la función F(z) en el segmento (a, b]. Pongamos 


vy = g (0), va = g (zahr + + n Pa = Edo thi = MB +- oy Un = fi A + Ya 


que vS v>... >V > 0 y los sumas S= Y! uy se compronden entre 
K 


m y M, entonces, en virtud del loma de Abel, la suma $) g (zti) pôr; se 
i 


=1 
encuentra entro mg (a) y Mg (a). Pero, entonces, para A— 0 el límite de esta 
uma 69 añcuentea también entre mg (a) y Afg (a), o sea, son válidas las dosi- 
gualdades 


z 
ema | nr tea. 


La función continua F (z) = $ f (t) dt toma todo valor A comprendido entro sus 


a 
cotas exactas m y M, es decir, oxiste un punto ¿ tal que 


v 

$ 10 g(a) de 
è 

F= ¡ 10 —KÉÁ + 


Por 080, 


Ha) dz. (1.42) 


am 


b 
f Fæ g (z) dz=g (0) 


Si la función no creciente g (2) tiene también valores negativos, entonces la fun- 
ción h (x) = g (z) — g (b) es no creciente y tiene valores no negativos. Por eso, 
en virtud de (1.42). 


» E 
f F (æ) le ir)—s (b)) dz = [g (0) —g (09) $ Hz) de. 


De aquí. haciendo transformaciones simples, obtenemos la fórmula (1.10), 


Capítulo 2 


APLICACIONES GEOMÉTRICAS Y FÍSICAS 
DE LA INTEGRAL DEFINIDA 


$ 1. Longitud de un arco de una curva 


1. Concepto de curva plana. Es más lógico considerar la curva 
como trayectoria de un punto móvil. En el presente punto daremos 
el sentido matemático de esta idea de la curva e introduciremos el 
concepto de la llamada curva simple. 

Sean funciones q (t) y y (£) continuas en un segmento [a, P] (a con- 
tinuación el argumento de estas funciones se denominará parámetro). 
Si consideramos el parámetro ¿ como tiempo, dichas funciones deter- 
minan la ley del movimiento del punto Af con coordenadas 


z=9) y=v (0, aish (2.4) 


por ol plano (fig. 2.1) *). El conjunto {M} de los puntos M correspon- 
dientes a todos los valores posibles del parámetro t enel segmento [%, 
B] se considera lógicamente como trayectoria del punto M que se mue- 
ve según la ley (2.1). Notemos que el conjunto {M }, siendo la trayec- 
toria de un punto móvil. no corresponde obligatoriamente a muestras 
representaciones de la curva. Por ejemplo, se puede indicar funcio- 
nes continuas q (t) y y (t), dadas sobre el segmento [0, 1], y tales que 
la trayectoria del punto W que se mueve según la ley x = q (t), 
u = ap (t), llenará un cuadrado entero. Por tanto, os lógico separar ta- 
les conjuntos {M} que corresponden a nuestras representaciones de la 
curva. Do este modo, llegamos al concepto de curva simple. 

Denominamos curva plana simple L el conjunto {M} de todos los 
puntos M cuyas coordenadas se delerminan por las ecuaciones (2.1) si 
a valores diferentes del parámetro t del segmento la, fl les corresponden 
puntos diferentes de este conjunto. 

Utilizaremos también los términos siguientes: «las ecuaciones (2.1) 
determinan la curva plana simple L» y «la curva plana simple está 
parametrizada empleando las ecuaciones (2.1)». 

Todo punto del conjunto {W} que figura en la definición de la cur- 
va plana simple se llamará punlo de esta curva con tal que los puntos 
correspondientes a los valores de frontera œ y B del parámetro £ se 
denomunarán puntos de frontera de Ja curva plana. 


*) Aquí y en adelante denominamos plano el conjunto de todos los pares 
ordenados posibles íx, y) de los números x o y (todo par se denomina punto del 
plano). Los números z e y se denominan coordenadas del punto (z, y). Para 
Abreviar, donotamos también el punto (z, y) por una letra M- La denotación M (z, 
yr significa que el punto A tione coordenadas z € y. 


50 Cap. 2. Aplicaciones de la integral definida 


La gráfica de la función y = f (x), continua en el segmento (a, Bl. 
puede servir de ejemplo de una curva plana. En efecto, se puode con- 
siderar esta gráfica como la trayectoria del punto M que se mueve se- 
gún la ley z = t, y = f (0), a< £< $ con tal que a valores diferentes 

'del parámetro t les corresponden 
evidentemente puntos diferentes 
de la gráfica. 

OBSERVACIÓN 1 Las curvas 
simples uo agotan todos los cou- 
juutos puntuales que pueden de- 
nominarse «curva». Sin embargo, 
para nuestros fines nos basta el 
concepto de curva simplo. 

ouservación 2 Una misma 
curva simple puede ser parame- 
trizada por varios métodos. Con- 

Fig. 2.1 sideraremos todas las posibles 

paramotrizaciones de la curva 

simple L obtenidas de una paramelrización dada representando el 

parámetro £ en forma de funciones continuas estrictamente monó- 
tonas de otro parámetro s. 

OBSERVACION 3 Un concepto importante es el de curva cerrada sim- 
ple. Esta curva se forma del modo siguiente. Sean L, y L dos curvas 
simples con tal que: 1) los puntos de frontera de la curva Z, coinciden 
con los puntos de frontera de la curva Ls; 2) cualesquiera puntos de 
Jas curvas £, y L; que no son de frontera, son diferentes. La curva L 
obtenida uniendo las curvas L, y L¿se denomina curva cerrada sim plo. 

2. Forma paramétrica de representación de la curva. En el análi- 
sis matemático y sus aplicaciones es cómodo considerar las curvas 
dadas en forma paramétrica. El origen evidente de este método para 
representar la curva es laidea de la curva como el lugar geométrico de 
las posiciones sucesivas del punto móvil. Por ejemplo, el lugar geomé- 
trico de las posiciones sucesivas del punto M, con coordenadas £ e y, 
que se mueve según la ley 


-i Bi p 
z=u WFT y=at + —w<t<o, (2.2) 


yD 


0 


es una curva llamada estrofoide (fig. 2.2). Observemos que el punto M, 
que se mueve por la estrofoide, se encuentra dos veces en una misma 
posición z= 0, y = 0 cuando ¿=—1 y cuando t= 1. Ya que 
consideramos posiciones sucesivas del punto móvil, es lógico consi- 
dorar que valores diferentes del parámetro £ corresponden a puntos 
diferentes de la ostrofoide. 

La estrofoide no es curva simple. Sin embargo. no es difícil cercro- 
rarse de que el campo de valores del parámetro £ puede dividirse en 
partes de tal modo que las partes correspondientes de la estrofvide se- 
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an curvas simples. A saber, dividamos la recta numérica —co < < 
< œœ en segmentos [n — 1, n] donde z es cualquier número entero. 
Obviamente, si consideramos el parámetro £ en este segmento, la 
parte correspondiente de la es- 
trofoide será curva simple. 

Empleamos esta idea de divi- 
sión en partes para definir ma- 
temáticamente el concepto de 
curva dada paramétricamente. 

Consideremos que el conjunto 
{t} es segmento, o semisegmento, 
o bien intervalo, o la recta nu- 
mérica, o semirrecta abiorta o ce- 
rrada. 

Introduzcamos el concopto 
de partición del conjunto {t}. 
Diremos que un conjunto finito 
o infinito de segmentos (lt,-,, ti} P 
parte el conjunto {t} si: 1) la Fig. 2.2 
unión de todos los segmentos es 
todo el conjunto (2) y 2) solamente los extremos de cualesquiera 
dos segmentos del sistema pueden ser sus puntos comunes, 

Consideremos ejemplos de particiones de algunos conjuntos {t} 
de los mencionados anteriormente. 

1. El sistema de los segmentos [0, 1/31, [1 
obviamente el segmento [0, 1]. 

2. El sistema de los segmentos 10, 1/2), 11/2, 3/4), 13/4, 7/8), . 
25]... parte el semisegmento [0, 1). 

3. El sistema de los hopand ¿ln — 1. nl}, donde n es cualquier 
número entero, parte obviamente toda la recta numérica. 

Pasemos ahora a definir el concepto de la curva dada paramétri- 
camonte. 


Sean las funciones y (t) y p (£) continuas en el conjunto {t} *). 

Diremos que las ecuaciones 

q y=v(0 (2.3) 
prefijan paramétricamente una curva L si existe un sistema de segmentos 
{(ti-1, til} que parten el conjunto {t} y tal que para los valores t de todo 
segmento dado de este sistema las ecuaciones (2.3) determinan una curva 
simple. 

Además, los puntos de la curva L se consideran en un orden determi- 
nado correspondientemente al crecimiento del parámetro t. A saber, si el 
punto M, corresponde al valor del parámetro t, y el punto Mg. al 
valor ¿¿, entonces Af, se toma como antecedente a Ma si tı < ts- 


3, 2/3), 12/3, 1) parte 


*) El conjunto {t} es uno de los conjuntos anteriormente mencionados. 
“e 
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Notemos que los puntos correspondientes a valores diferontes del pa- 
rámetro siempre se consideran diferentes 

En otras palabras. la curva dada paramélricamente puede consi- 
derarse como la unión de curvas simplescon tal que estas últimas son 
recorridas sucesivamente por el punto M cuyas coordenadas so deter- 
minan por las relaciones (2.3) cuando el parámetro £ recorre monóto- 
namente el conjunto {t}. 

OBSERVACION + La curva simple puede considerarse como una curva 
dada paramétricamente. En este caso, el sistema de segmentos que 
parte el segmento la, B] se reduce sólo a este segmento. 

A título de ejemplo consideremos la curva Z dada por las ecuacio- 
nes paramétricas 


z=c0st, y =sent, (2.4) 


donde £ varía en el segmento {0, 4x]. Evidentemente, el sistema do 
los segmentos [0, xl, (m, 27], [2x, 3al. [3x, 41) parte el segmento 
10, 4xc] con tal que, para los valores ¿ de cada uno de dichos segmen- 
tos del sistema dado, las ecuaciones (2.4) determinan una curva sim- 
ple (la semicircunferencia). De la representación geométrica so des- 
prende que, en el ejemplo considerado, la curva È es cirennferencia 
dos veces recorrida. 

OBSERVACIÓN 2. El ejemplo considerado y el do la estrofoide mues- 
tran que Ja curva dada paramétricamente puede tener puntos de auto- 
intersección e, incluso, intervalos de autosuperposición. 

OBSERVACION 3. En el caso de la curva dada paramétricamente por 
las ecuaciones (1.3). hablaremos también de la parametrización de 
dicha curva mediante estas ecuaciones. Una misma curva L puede 
parametrizarse por varios métodos. Consideraremos todas los para- 
metrizacionos posibjes de la curva L obtenidas de cualquier para- 
motrización dada representando el parámetro t en forma de funciones 
continuas estrictamente crecientes de otro parámetro s. Señalemos 
que sólo para estas transformaciones del parámetro se mantiene el 
orden de seguimiento de los puntos en la curva Z 

3. Concepto de curva espacial. El concepto de curva espacial se 
introduce de manera completamente análoga al concepto de curva 
plana. En primer lugar, se introduce el concepto de curva espacial 
simple como un conjunto {Af} de puntos del espacio cuyas coordona- 
das z, y, z se determinan por las ecuaciones 


z= q (t), y =p (0,2 =X1M, a t< P, (2.5) 


a condición de la continuidad de las funciones $ (0, p (0, % (0) 
y la condición de que los puntos del conjunto (M) correspondientes 
a valores diferentes del parámetro £ no coinciden. 

Igual que en el caso del plano, el concepto de curva espacial sim- 
ple y el do partición del conjunto {f} de variación del parámetro 
Mevan al concepto de curva espacial dada por las ecuaci ones para 
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métricas (2.5) si se observa la condición de la variación monótona del 
parámetro t sobre el conjunto {t}. 

Notemos que todos los términos introducidos en los puntos ante- 
riores se transfieren lógicamente al caso de curvas espaciales. 

4. Concepto de longitud de un arco de una curva. En este punto 
introduzcamos el concepto de longitud de un arco de una curva dada 
paramétricamento. 

Sea que la curva L es prefijada por las ecuaciones paramétricas (2.3) 


r=4(), y=y0, 


donde el parámetro £ varía sobre el segmento (a, $). 


Dl pd Pin) pe z 


Sea T partición arbitraria del segmento la, P) por los puntos 
a = to Zi, Zt <... la = B. Denotemos mediante Wo, Mi, 
Me... Mn los puntos correspondientes de la curva Z (lig. 2.3). 
La quebrada MpM,M, . - ., M, que aparece se denominará quebra- 
da *) inscrita en Ja curva ZL y correspondiente a la partición dada T 
del segmento la, $). Ya que la longitud l del tramo M;_,17, de esta 


») Denominaremos recta una línea determinada por las ecuaciones para- 
métricas z = at + b, y = it 4 d. Se puede T de antemano las constantes 
a, b, e, d de tal modo que la recta pase a través de dos puntos dados Af; (21, yy) 
Y Ma Cta, ya). La parte de la recta entre los puntos A/, y M4 se Ilama naturalmon- 
le segmento, y ol conjunto do un número finito de segmentos contiguos uno a otro 
se denomina lógicamente gueb ata. 
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quebrada es igual a 


Vi) EE E) 


entonces la longitud Z(t,) de toda la quebrada es igual a 


UN Y Y VEIA PEE (2.6) 


Definición. Si el conjunto (7 (1,)) de las longitudes de las quebradas 
inscritas en la curva L y correspondientes a todas las particiones posibles T 
del segmento [o., B] está acotado, entonces la curva L se denomina rectifi- 
cable, y la cota superior ezacta L del conjunto (7 (t,)) se llama longitud 
del arco de la curva L. 

OBSERVACION 1. De la definición de la curva L dada paramétrica- 
mente y de la definición de la longitud del arco } de esta curva se 
desprende que la longitud £ es positiva, 1 > 0 

OPSERVACIÓN 2 Jxisten curvas no rectilicables. En el complemen- 
to del presento capítulo aduciremos el ejemplo de una curva plana, 
cualquier parto de la cual es no reclificablo, 

A continuación, utilizaremos con frecuencia el lema siguiente, 

Lema. Sea T* (t,) longitud de una quebrada inscrita en la curva l 
y correspondiente a la partición T* del segmento la. fl, y sea T4) 
longitud de la quebrada inscrita en la curva L y correspondiente a la pai- 
tición T obtenida de la partición T* al añadir varios puntos nuevos, 
Entonces” (t) < Titi). 

DEMOSTRACION. Obviamente, es sulicionte considerar el caso cuan- 
do a la partición 7* so agrega un punto y. La quebrada correspondien- 
te a la partición 7 se diferencia de la quebrada corrospondiente a la 
partición 7* solamente en que un tramo Af,_, M; se sustituye por 
dos tramos M¡-4C y CM, (C es punto de la curva que corresponde 
al valor y del parámetro t). Ya que la Jongitud del lado 4;_,51, 
del triángulo M¿_,CM, no supera la suma de las longitudes do otros 
dos lados**) M,_,C y CM 4, entonces }* (t)< 1 (ti). 

Enumeremos algunas propiedades de curvas rectificables: 

4. Si la curva L es rectificable, entonces la longitud l de su arco 
no depende de la parametrización de esta curva. 


*) Hemos empleado la fórmula de la distancia entre dos puntos Mi, Y Mi 
cuyas coordenadas son respectivamente ígnales a 


Tia = Ẹ (hia) Via =P d Y 
n=l y =Y i 


+2) So puede demostrar este hecho geométrico de ua modo puramente ana- 
lítico. 
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2°, Si la curva rectificable L está dividida en un número finito de 
curvas J; mediante un número fenilo de puntos Mo, M, . - -, Mn *) 
entonces cada una de eslas curvas L, es rectificable y la suma de longitu- 
des l, de todas las curvas L; es igual a la longitud l de la curva L. 

3%. Sea la curva L dada paramétricamente por las ecuaciones (2.3). 
Mediante l(t) denotemos la longitud del arco del segmento L, de la 
curva L cuyos puntos se definen por todos los valores del parámetro del 
segmento Fo, tl. La función 1) es función creciente y contínua del 
parámetro t. La función Z - 1 (t) se denominará arco variable de la 
curva L. 

4. El arco variable L puede tomarse como parámetro. Este paráme- 
tro se denomina parámetro natural. 

La validez de la propiedad 4” se desprende directamente de la 
propiedad 3”. En electo, ya que el arco variable Z = 1 (£) es función 
creciente y continua del parámetro £, entonces el parámetro £ puede 
roprosentarse también en forma de función continua y monótona 
t = 1 (0) del arco variablo Z, Por eso, se puede clegir ol arco varia- 
ble 2 como parámetro 

DEMOSTRACIÓN DE LAS PROPIEDADES 193%. 

1%. Sea que hay dos parametrizaciones de la curva L. además í y s son 
parámetros definidos en los segmentos [<. $] y [a, b), respectivamente. Ya que t 
ls función continua y estrictamente monótona do s y s os función continua y estrio- 
tamento monótona de t. entonces a toda partición 7 del segmonto (2, fi Te co- 
rresponde una partición determinada P del segmento la, b} y viceversa, Es obvio 
qne las quebradas inscritas en £ y correspondientes a las particiones respectiva 
de_los segmentos (o, PI y fa, b] son idévticas y. por eso, sus longitudes 7 (t;) 
y Tis.) son iguales. Por consi nto, los conjuntos (7 (1,1) y (7 (5,1) son idénticos. 

aui so desprende que Ja longitud del arco de una civa no dopendo de la 
pnramotrización de esta curva. 

2. Obviamente, es suficiente demostrar la propiedaw 2° para el caso cuando 
al punio € parte a curva Z. en dos urvas La y La. Mediante y denotemos el valor 
del purámotro £ al cual corresponde el punto C. Entonces, los puntos de la cur- 
va L, corresponden a los valores del parámetro £ del segmento |æ, y] mientras 
Jos puntos de la curva La corresponen a los valores dol parámotro £ del segmento 
E. PJ Snan 7, y Te particiones arbitrarias de dichos segmentos y 7 partición 
del segmento (a, PJ obtenida al unir las particiones 7, y 7a. Si 7, (E), da (1) 
y Tur) son Jongitudes de Jas quebradas inscritas on las curvas Ly. La Y L, corres- 
pondientes u las particiones 7,, 7, y 7 de los segmentos anteriormente indicados, 
intonecs es obvio que 

LU + 00 


Ya que los números 7, (24). 7, (t) y T(t) son positivos. entonces, de la igual- 
dud (2.7) y de la rectihicabilidod de la curva £ se desprende que los conjuntos 
dí, 41) y ta 13) de lo» longitudes de las quebradas, inscritas on las curvas L 
y Lay correspondientes a tods las particiones posibles de los segmentos |æ, y! 
siy Bi, están acotados, o sea, las curvos L, y La son rectifieables. Notemos que 
de la igualdad (2.7) y de la definición de lu longitud del arco do una curva se 


Ud. am 


») Además, los puntos My. M, 


«> M, corresponden a los valores to, 
3. del parámetro / que satis 


cen las condiciones a = ty < h ZE 
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desprende que las longitudes 4. 


y 1 de los arcos de las curvas Ly L y L satis- 
facen la desigualdad *) 


L+LSL 2.8) 
Supongamos que }, + 1, < 1. Entonces, el número 
IU + lo (2.9) 


es positivo. De la definición de la longitud 1 del urco de la curva £ so desprende 
que para el número positivo e se puede indicar una partición 7* del segmento |%, 
$) tal quo la longitud 7* (¿,) de la quebrada inscrita en la curva Ly correspon- 
diente o esta partición satisface la desigualdad ¿ — Te (t,) < e. Agreguemos cl 
punto y a la partición 7* y designemos la partición obtenida mediante 7. 
Entonces, en virtud dol lema de este párrafo, la longitud T (ty) de la quebrada 
correspondiente a la partición T satisface la desigualdad Z — 1 (1) < e. Puesto 
que Ja partición 7 segmento [«, P} se hizo uniendo ciertas particiones T; y Ta 
de los segmentos [«, y] y ly, B], entonces las longitudes Y, (tp) y a (t) de las 
quebradas correspondientes a estas particiones satisfacen la relación (2.7). Por 
eso es válida la desigualdad 2 — (h (44) + Ta (2)] < e. Ya quod, (t) + Ta D E 
< h + la, tanto más válida es la desigualdad 1 — (l, + ls) < £. Pero esta du- 
siglaldad contradice la igualdad (29). Por eso, la suposición l + ls < l es 
inválida, y, por consiguiente, en virtud de (2.8), } -+ ls = l La validez de la 
Propiedad 2° queda establecida. 

3°. De la propiedad 2° y de la observacion £ de este punto se desprende que 
el arco varlable I = 1 (1) es función positiva estrictamente crectente del parámetro t. 
Para demostrar la continuidad de la función 1 (f), empleemos las afirmaciones 
siguientes: 

4) Sean e cualquier número positivo jijado, t punto arbitrario del segmento 
la, $] y M punto correspondiente de la curva L. Existe una quebrada inscrita en la 
curva Spt tiene el punto M por su vértice y cuya longitud se diferencia de la longt- 
tud de 1a curva L en menos de 2/2. 

2) Se puede elegir dicha quebrada de tal modo que la longitud de todo su tramo 
será menor de 6/2. 

3) Sea que la quebrada es elegida como se indica en las afirmaciones 1) y 21 
Entonces, la parte de la curva L subtendida por cualquier tramo de la quebrada 
considerada tiene longitud menor de e. 

Cerciorémonos do que de las afirmaciones formuladas y de la monotonía de la 
función 1 (() se desprende su continuidad en cualquier punto fijado £ de este 
segmento (en los puntos œ y f la función Z (f) es continua por la derecha y por la 
izquierda, respectivamente). 

Debemos demostrar que para cualquier e => 0 se puede indicar un $ > 0 
tal que para | At |< ô, se cumpla la desigualdad 11 (t -+ At) —1(0]< e 

Consideremos aquella partición 7 del seguento [a B} a la cual corresponde 
una quebrada que posee las propiedades enumeradas en las afirmaciones 1) y 2), 
Mediante $ denotemos la mínima do las longitudes do dos segmentos parcialos 
lnojo ta) Y Uno fatal de la partición T que tocan el punto t = t} del segmento 
[a Bl. Sea que ol incremento At del argumento satisfaco la condición | At] < 6, 
Para la precisión, tomemos AL>Ó, Ya que t< i4 M< i+ ip 
entonces, en virtud del crecimiento estricto de la función 2 (2) son válidas Tos 


desigualdades 
LO < 14 ANLLAD lfd 


=) De la igualdad) (2.7) se desprende que para cualesquiera particiones 7, 

Ta de los segmentos |œ, y) y fy, B] os válida la desigualdad Y, (t) +4 Ía (9 < 4- 

De, gut > de la definición de la cota superior exula obtenemos la desigual 
aa (28 
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Eb virtud de la afirmación 3, es válida la desigualdad 
1) — HO < te 


De aquí y do las desigualdades anteriores se desprende que, para © < At <ô , es 
VAA AY desigualdad p 


Li+ aD N< e 


El caso de At < 0 se considera análogamento. 
Pasemos ahora a demostrar las afirmaciones 1), 2) y 3). 
DEMOSTRACIÓN DE LA AFIRMACIÓN 1). Sea è cualquier número positivo 

fijado. Ya que la longitud £ ($) de toda la curva Z determinada por las ecuaciones 

paramétricas (2.3) ee cota superior oxacta de las longitudes de las quebradas inscri- 

las en esta curva correspondientes a todas las particiones posibles del segmento [a, 

)- entonces, para e — O dado se puede indicar una partición Tes del segmento 
lx. Pl para la cual la longitud de la quebrada correspondiente inscrita en Ja 
curva L so diferencia de 1 (B) en menos de 2/2. Agreguemos a la partición 7°% 
el punto £. En virtud del lema de oste párrafo y do la definición de la longitud del 
arco, lo longitud de la quebrada correspondiente a la partición obtenida 7* del 
segmonto [o Bl, o diforencia de 2 (B) en monos do £/2, y esta quebrada tiene 
pos su yértice el punto 24 de la curva quo corresponde al punto £ del segmen- 
lo la, Bl. 

TEÑÖSTRACION DE LA AFIRMACIÓN 2). Ya que las funciones p() y 
4p (1) continuas en el segmento [a, $] son uniformomento continuas en oste seg- 
mento. entonces, según e > 0 dado se puede indicar un ô> 0 tal que para 
Enalquier partición 7 del segmento Ia, Él con las longitudes de los segmontos 


parciales [i;r t} menores de $ se cumplen las desigualdades (19 (f) — Q tii) 1< 
e 


SS AS 


quebrada correspondiente a la partición dada es igual a 
lo DAE DIR A 7 


entonces, obviamente, 7, < e/2. Consideremos ahora cualquier partición fijada 7 
del segmento [a Bl con Jas longitudes de los segmentos parciales menores de 8, 
y, agregnemos a ella los puntos de la partición 7* (véase la demostración de la 
afirmación 1). Como resultado, obtenemos la partición 7 a la cual correspondo 
una quebrada inscrita en la curva Z y que satisface todas las condicioues de Ja 
afirmación 2). 
DEMOSTRACIÓN DE LA AFIRMACIÓN 3). Sou que la quebrada MoM.. 
My My Mi satisface las condiciones de las afirmaciones 1) y dy. 
o de la curva L subtendida por 


Puesto que la longitud T; del tramo de la 


Corciorémonos 


cumple la desigualdad $) (a — Ñ) < e2. Puesto que todo sumando lp — Th 
a 

de la última suma ex no negativo, entonces (la — p) < e2. De aqui y de la 

desiurialdad Ñ < e/2 so desprendo Ja desigualdad requerida ly < e- 


El concepto de longitud del arco de una curva espacial dada por 
Jas ecuaciones paramótricas (2.5) se introduce de manera completa- 
mente análoga al concepto del arco de una curva plana. Se consideran 
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las longitudes 7'(1,) de las quebradas inscritas en la curva L con tal 
que, obviamente 


1) = È (90) IFE) - 
iy F-E 
La curva espacial Z determinada por las ecuaciones (2.5) se denomina 
rectificable si el conjunto (l (t:)} de las longitudes de las quebradas 
inscritas en esta curva está acotado. La cota superior exacta l de 
este conjunto se denomina longitud del arco de la curva L. 
Notemos que las curvas espaciales rectificables poseen las propie- 
dades 1°, 2, 3° y 4° enumeradas en este punto. La demostración de 
estas propiedades se realiza de modo complelamente análogo a la 
demostración para las curvas planas. 
5. Condiciones suficientes de la rcctificabilidad de la curva. 
Fórmulas para calcular las longitudes del arco de la curva. 
Teorema 2.1. Si las funciones x = y (1) e y = y (Ù) tienen deriva- 
das continuas en el segmento lc, B], entonces la curva. L determinada 
por las ecuaciones paramétricas (2.3) es rectrficable y la longitud 1 de 
su arco puede caleularse por la fórmula 
B 
pa į VDE 


(2.10) 


DEMOSTRACION En primer lugar. demostremos que la curva Los 
rectificable. Para bacerlo, transformemos la expresión (2.6) de la 
longitud F (t) de la quebrada inserita en la curva L y correspondiente 
a una partición arbitraria 7 del segmento [œ, B]. Ya que las fun- 
ciones q (£) y Y (2) tienen derivadas en el segmento la, fl, entonc 
conforme a la fórmula de Lagrange, y (i) — q (ti) = 4. (t) Alo 
dondo tia < Ti < ln Ati = bi ba Y e (li) = y (UA 
donde 2, <ti <t. Poniendo las expresiones halladas para 
P (t) — P (te-a) y Y (ta) — Yp (tii) en el miembro derecho de la 
expresión (2.6). obtenemos 


t=% VITCEIA PEG At. (2.11) 


Según la condición, las funciones q (1) y y (0) tienen derivadas 
continuas en el segmento la, fl. Por consiguiente, las derivadas 
están acotadas y. por eso, existe un A tal que para todos los t del 
segmento la, fl son válidas las desigualdades | q" (1) |< M 
y [4 (0) I< M. Pero, entonces, de Ja fórmula (2.11) se despren- 
de que 


UTES 2 V MEFA At =M y 22 At,=M } 2(P—0). 
= 8 
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De este modo, el conjunto ¿l (f;)} de las longitudes de las quebra- 
das inscritas en la curva Z y correspondientes a todas las particiones 
posibles 7 del segmento [æ. B), está acotado, o sea, la curva L es 
rectijicable. Mediante 1 denotemos la longitud de esta curva. Demos- 
tremos que la longitud 7 de la curva L puede calcularse por la fór- 
mula (2.10). Observemos que el miembro derecho de la fórmu- 
la (2.11) parece a la suma integral 


Hte u}= 2 VII YE) At, (2.12) 


de la función integrable V =U) FP con tal que esta suma 
I {tis ti} corrosponde a la partición 7 del segmento [a, B) y la elec- 
ción dada de los puntos t; en los segmentos parciales [ti-i ti] de 
esta partición. Demostremos que para cualquier e >Ù positivo se 
puede indicar un $ >0 tal para que A <ô (A = máx Atı) se cum- 
ple la desigualdad 


114) —11<e/2, (2.13) 


A 
donde I= $ VIT FWD dl es el límite de las sumas integrales 


a 

2.12) cuando A— 0. En otras palabras, demostremos que para parti- 
ciones bastante «finas» T del segmento [a, B) las longitudes 1 (t;) de las 
quebradas, inscritas en la curva L y correspondientes a estas particiones. 
se diferencian en una magnitud tan pequeña como se quiera de la inte- 
gral I que está en el miembro derecho de la fórmula (2.10). Notemos, 
primero, que 
MAME 


ADV OA 


WT) (1) | <M — m), (2.14) 


donde Af, y m; son cotas exactas de la función y’ (2) en el segmento 
parcial [£,-,,. ti). En virtud de (2.11), (2.12) y (2.14) son válidas las 


*) Para ubtener las desigualdades (2 14), hemos empleado la dosigunldad 
d VEA YB | | ut 1, donde q (1), 11= (17) yUt= 
=y'2(1,), y la desigualdad | 9" (13) —y" (ti) | < Mi—mi 
La segunda de estas desigualdades es evidente puesto que la diferencia 
de cualesquiera valores de la función no es mayor ¿que la diferencia de sus 
cotas exactas. Demostremos la primera de dichas desigualdades Tenemos 
Lomo 110%+b1 


EFE Y A RT a? == 5 
LVEF- VEFE] a 


poro 1 (bei 10 
s ori+161 


= jbr=b]. 
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desigualdades 


KOREA 


E AS A 


-V FY 1444< Y, (Mim) 41858. (2.45) 


donde S y s son las sumas superior e interior de la función y” (t) 
para la partición del segmento la, Pl. Ya que las funciones 
V o U+ yG) y y (0) son integrables en el segmento [a, $} (esto 
se desprende do la continuidad do las derivadas p' (1) y y” (£) en el 
segmento (æ, (31), entonces, de la definición de la integrabilidad y del 
teorema 1.1 (véase el $ 1 y el $ 3 del cap. 1) se desprende que para 
cualquier e > 0 se puede indicar un ô => 0 tal que para A <ô (4 = 
= máx At,) se cumplen las desigualdades 


IZ fla u}= I| Keh y S=s<e%. (2.16) 
Por eso, cuando A << 8, en virtud de (2-15) y (2.16). son válidas las 
desigualdades |} (t) — I | = 11) — I fto u} +I lt €) — 


=K lht) T fa ahl HNT ia tu) — Eleh H eh l 
= e/2. De esie modo, Ja validez de las desigualdades (3.12) queda 
demostrada, 

Demostremos ahora que entre todas las quebradas posibles cuyas 
longitudes T(t,) satisfacen la desigualdad (2,13) existen quebradas 
cuyas longitudes se diferencian de la longitud 1 del arco de la curva L 
en menos de e.2. 

Puesto que Z es cota superior exacta del conjunto (l (£)) de las 
longitudes de las quebradas inscritas en la curva L y correspon- 
dientes a todas las particiones posibles del segmento lx, ĝl, entonces 
existe una partición 7* de este segmento tal gue la longitud 2* (£) 
de la quebrada correspondiente satisface las desigualdades 


0<1—B (t) <e2. QA 


Dividamos ahora cada uno de los segmentos parciales 1£,-,, 1,1 de la 
partición 7* en partes tan pequeñas que la longitud máxima A de 
la partición 7 del segmento la, P], que se obtiene uniendo dichas 
particiones, sea menor de 6, A <ô. Es obvio que la longitud T (t) 
de la quebrada correspondiente a la partición 7 satisface la desi- 
gualdad (2.13). Ya que los vértices de la quebrada correspondiente 
a Ja partición 7* son también vórtices de la quebrada correspondien- 
te a la partición 7, entonces, conforme al lema de este párrafo, la 
longitud 1 (t,) satisface las desigualdades 0 <f* (t) <T (t) <S 1, 
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y. por eso, en virtud de la desigualdad (2.17), se cumple la desi- 
gualdad 


0<1—1(t) <e2. (2.18) 


Así pues, hemos demostrado que entre Jas quebradas cuyas longitu- 
des 1 (t) satisfacen la desigualdad (2.13) hay quebradas cuyas longi- 
tudes 2 (t;) satisfacen la desigualdad (2.18). Comparando las desi- 
gualdades (2.13) y (2-18). obtenemos la siguiento desigualdad: 


=I l<e 


En virtud de la arbitrariedad de e, de aquí se desprende que 1 =/. 
El teorema queda demostrado. 

OBSERVACIÓN 1. Si Las funciones @ (0) y Y (1) tienen derivadas acotadas en el 
segmento [%, B], entonces, la curva L determinada por las ecuaciones (2.4) es rectift- 
«able, En efecto, demostrando ol teorema (2.1), hemos ostablecido quo si la: 
derivadas de las funciones q (1) y y (1) son acotadas, entonces lus longituc 
Lit) de las quebradas inscritas en la curva Z y corresponlientes a todas las 
particiones posibles, 7 dol segmento (x, B] son acotadas también. 

OBSERVACION 2 "La fórmula (2.10) para calcular la longitud del arco es válida 
si las derivadas y” (t) y Y (£) están definidas y son Integrables en el segmento |a, Pl. 
En efecto, de la integrabilidad_de estas derivadas se desprendo su acotación y, 
por eso, en virtud do la observación 4, la rectificabilidad de la curva /. Luego 
Observemos que para deducir las desigualdades (2.14), (2.15) y (2.10), y, por 
consiguiente, la desigualdad (2.13), es suficiente que existan y scan intogrables 
las derivadas q" (0 y y (0) puesto que, según el complemento 1 dol capítulo 4. 
de aquí se desprendo lu integrabilidad do la función 12 (0 + YU. Todos 
los tavonamivntos ulteriores se hacen como on la demostración del teoroma 2,1. 

OMSERVACIÓN 3 Si la curva L es gráfica de la función y = f (2) 
que tiene derivada continua f' (x) en el segmento la, bì, entonces la 
curva L es rectificable y la longitud l del arco L puede hallarse por la 
Jórawta 


P 
l= i$ V IFE) ar. (2.19) 


Para demostrarlo, observemos quo la gráfica de la función consi- 
derada es curva determinada por las ecuaciones paramétricas r = l, 
u—Í4), a<t<b y, además, os evidente que se cumplen todas 
las condiciones del teorema 2.1. Por lo tanto, poniendo en la fórmu- 
la (2.10) q (8) = t. y (1) = / U) y sustituyendo la variable de i 
gración t por z, obtenemos la fórmula (2.19). Señalemos también 
que si la curva Z es doterminada por la ecuación polar r = r (8), 
0, 0< 0, y la función r (8) tiene derivada continua on el seg- 
mento [0,, Oh, entonces Ja curva Z es rectificable y la longitud 2 
del arco £ puede hallarse por la fórmula 


va 


mA r AOE) de. (2.20) 
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Para demostrarlo, nos valemos de las fórmulas que se emplean para 
pasar de las coordenadas polares a las cartesianas 


z= r (0) cos 0, y = r (0) sen 0. 


De este modo, se ve que la curva L se determina por las ecuaciones 
paramétricas con tal que las funciones y = r (0) cos0 yy = r (8) sen O 
satisfacen las condiciones del teorema 2.1. Poniendo dichos 
valores p y p en (2.10), obtenemos la fórmula (2.20). 

Enunciomos las condiciones suficientes de la rectificabilidad 
de la curva espacial. 

Si las funciones q (8), $ (0) y % (2) tienen derivadas continuas en el 
segmento la, P], entonces, la curva L determinada por las ecuacio- 
nes (2.5) es rectificable y la longitud 1 de su arco puede hallarse emplean- 
do la fórmula 


= ¡ VP OFFO de. 2.21) 
Su demostración es análoga a la del teorema 2.1. 

ONSERVAGIÓN 4, Si las funciones q (0, y: (1) y 1. (0 tienon derivadas acotados 
on el sogmento La, Bl, entonces, Ju curva È determinada por Jas ecuacion (2.5) 
es roctifleable. $1; además, las derivadas do dichas funciones son integrables en 
ol segmento [e Bl, entonces la longitud Y del argo de la curva L puodo hallarse 
empleando Ja fórmula (2.24) (véase las observaciones 1 y 2). 


6. Diferencial de un arco. Sea que las funciones == q (t) 
e y = y (t) tienen derivadas continuas en el segmento (a, fl. En 
este caso, conforme al teorema 2.1, el arco variable se representa 
por la fórmula: 


: 

0= VPF (2.22) 

H 
Ya quo la función subintegral del miembro derecho de la fórmu- 
la (2.22) es continua, entonces la función l (t) es diferenciable con 
tal que 
V= V ¿UD + yO 

(véase el p. 4 del $7, cap. 1, tomo 2). Elevando ambos miembros do 
la última igualdad al cuadrado y multiplicando, después, por dí, 
obtenemos la fórmula 


(E (t) dl? = lg’ (2) de + [y (2) att. (2.23) 


Ya que V (t) dt = dì, q' (t) di = dx, y” (t) dt = dy, entonces, de 
(2.23) hallamos 


d? = de + dy’. 42.24) 
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En particular, de la fórmula (2.24) se desprende que si elegimos 
el arco variable 1 como parámetro, o sea, z = g (l) e y = h (D), 
entonces 


(a (an 025 


Notemos que si se observa la condición de continuidad de las deri- 
vadas de las funciones z — q (£), y =w (£) y z = % (0), para la dife- 
rencial dl del arco de una curva espacial determinada por las ecua- 
ciones paramétricas (2.5), es válida la fórmula 


dE = da? + dy? + dè. (2.26) 


Do la fórmula (2.26) se desprende que si elegimos el arco variable } 
como parámetro, entonces 


AS 


7. Ejemplos para calcular la longitud del arco. 1°. Longitud 
del arco de la cicloide *) x = a (t— sen i), y = a (1 — cos t), 
0< 1< 2n. En el caso considerado y” = a (1 — eos 1), p’ = a sen t. 
Por lo tanto, según la fórmula 240). 


(2.27) 


2 
a V UZ cost Fst de 2a | sen -y dt = 


l= 


tn 
= — åa cos =p |p = 8a- 


2. So Nama línea catenaria la gráfica de la función y = a ch Ž**). 
Hallemos la longitud de wna parte de la línea catenaria que corres- 
Ponde al segmento [0, z). Por Ja fórmula (2.19), tenemos 
| VIFO = iv 1+sh at= | hiba. 


ig y b 


1(a)= 


L=1,0>5, 
partiendo del punto Mp(0, b). Consideremos las ecuaciones para- 
métricas de la elipse r= asent, y=bcost, 0<t<21. Según la 


3°. Ballomos el arco variable de la elipse E 


*) Cicloide es una curva plona que describe un punto de la circunferencia 
de radio a cuando ésta rueda sin deslizarse por la línea recta. 
=+) La denominación línea catenaría se debe a que una cadena posada sus- 
pendida por sus extremos tiene forma de la curva considerada. 
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fórmula (2.22), tenemos 


r 
MA VEO FPO dt = | V aeoe sent dr = 


[i 


V IZA senti dr= aË (e, t). 


a 


vaa 


z 
La integral indefinida | V1=FsenTedt que se anula cuando 


1=0, se denomina integral elíptica de segundo género y se denota 
por Æ (e, t) (véase el $ 11, cap. 7, tomo 1). 


El número e= se denomina excentricidad de la elipse. 


$ 2. Área de una figura plana*) 


1. Concepto de cuadrabilidad de una figura plana. Área de una 
figura plana cuadrable, El concepto de área del polígono **) que es 
una figura plana se conoce del curso de matemáticas elementales. 
En el presente punto introduciremos el concepto de área de una 
figura plana Q que es una parte del plano limitada por una curva 
corrada L***) Además. la curva £ se denominará frontera de la 
figura Q. 

Diremos que el polígono está inscrito en la figura Q, sí Lodo pun- 
to de este polígono pertenece a la figura Q o a su frontera. Si todos 
los puntos do una figura plana y de su frontera pertenecen a Cierto 
polígono, diremos que dicho polígono está circunscrito alrededor 
de la figura Q. 

Es obvio que el área de cualquier polígono inscrito on la figu- 
ra Q no es mayor que el área de cualquier polígono circunscrito 
alrededor de la figura Q. 

Sea {S,} el conjunto numérico de las áreas de los polígonos 
inscritos on la figura Q y sea {S4} el conjunto numérico de las áreas 
de polígonos circunscritos alrededor de la figura Q. Evidentemente, 
el conjunto {S;} está acotado superiormente (por el área de cualquier 
polígono circunscrito alrededor de la figura Q), y el conjunto {S4} 
está acotado inferiormente (por ejemplo, por el número cero). Deno- 


*) En el tomo 3 del presente curso el lector hallará una amplja aplicación 
de los conceptos de área de una figura plana y de conjunto arbitrario de los 
puntos del plano. 

+=) Se llamorá polígono a la porte del pleno limitada por una Jínea que- 
brada cerrada simple. 

#4) Señalomos que una curva plana cerrada simple divide el plano en dos 
partes, interior y exterior. Jordan, matemático francés (1888—1922), demostró 
esta afirmación. 
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temos la cota superior exacta del conjunto (S,] mediante P y Ja cota 


inferior exacta del conjunto {Sa}, mediante P. Los números P y P 
se denominan áreas inferior y superior de la figura Q. Notemos que el 
área inferior P de la figura Q no es mayor que el área superior de esta 


ħgura, es decir, P< P. En efecto, supongamos que es válida la 


e P-P 
desigualdad contraria P > P. Entonces, tomando =5— = e > 0 
y teniendo en cuenta la dofinición de las cotas exactas, hallamos 
tal polígono inscrito en la figura Q me su área S; sea mayor que el 
P+ 
número P — e = Crai ` o seasg < Sa, y tal polígono circuns- 
crito alrededor de la figura Q que su ra $ ¿sea menor que el núme- 


P+P A 
ro P4+e= ==, o sea, Sa RE, Comparando las dos 


desigualdades obtenidas, hallamos que S4 < S4, lo quo os imposible, 
puesto que el área S4 de cualquier polígono circunscrito es no menor 
quo el área S; de cualquier polígono inscrito. 

Introduzcamos el concepto de cuadrabilidad de una figura plana. 

Definición. La figura plana Q se denomina cuadrable si el área 
superior de ésta coincide con su área inferior P. Además, el número P- 
= P = P se denomina área de la figura Q. 

“OmservacióN, En el complemento de este capítulo aduciremos el 
ejemplo de una figura no cuadrable. 

Es válido el siguiente teorema. 

Teorema 2.2. Para que la figura plana Q sea cuadrable. es necesa- 
rio y suficiente que para cualquier número positivo e se pueda indicar 
un polígono circunscrito alrededor de la figura Q y un polígono inscrito 
en la figura Q tales que su diferencia sea menos que e, Sa — Si < €- 

DEMOSTRACION. 1) NeCEsIDAD Sea la figura Q cuadrable, es decir. 
que P = P = P. Dado P y P son las cotas superior e inferior exactas 
de 103 conjuntos (S¿) y ÍS 4), para cualquier número e > 0, se puede 
indicar un polígono inscrito en la figura Q tal que su área S; se dife- 
rencia de P = P en menos de e/2, es decir, P — S; <e/2. Para 
este mismo € > 0 se puedo indicar un polígono circunscrito, tal que 
su área Są se diferencia de P = P en menos de 2/2, es decir, Sa — 
—P <e/2. Sumando las desigualdades obtenidas, hallamos que 
Sa — $i <e. 

2) SUFICIENCIA Sean Sy y S; las áreas de los polígonos para los 
enales Sy— S, <e. Dado que S,<P<P<S 4, tonomos P — 
—P<e. En virtud de la arbitrariedad de e, de aquí se desprende que 
P = P. De este modo, la figura es cuadrable. El teorema queda 
demostrado. 
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Diremos que la frontera de la figura plana Q tiene un área igual 
a cero, si para cualquier número positivo e >O se puede indicar un 
polígono circunscrito alrededor de la figura Q y un polígono inscrito 
en la figura Q, tales que la diferencia Sa — S; sea menor de e. Obvia- 
mente, el teorema 2.2. puede enunciarse también del modo siguiente. 

Para que la figura plana Q sea cuadrable, es necesario y suficiente 
que su frontera tenga un área igual a cero. 

onsemvación En todos los razonamientos aducidos, en vez de la 
figura plana se puede considerar nn conjunto arbitrario de punto 
del plano. 


Establezcamos el criterio suficiente de Ju cundrabilidad de wna figura plana 

Teorema 2.3. Si la frontera I de lo jigura plana Q es una curva Feclificable, 
la figura Q es cuadrable. 

DEMOSTRACION. Sea 1* la longitud de la curva L. Consideramos que la cur 
va L ostá paromotrizada mediante el parámetro natural 1.0 1< 19, y, además, 
debido a que la curva £ es currada, sus puntos de frontera, correspondientes a los 

lores 0 y 1* del parámetro ?, com- 

cidon. Sea e un número positivo arbi 
trario. Dividamos ol segmento [0,1*] 
enn partes iguales de longitud inferior 
a e/01% medianto Jos puntos U = h< 
HS... < In = 1%, Consideremos 
la quebrada MM, «><. Ma (Mo = Mn) 
inscrita en JA curva L $ cotrespol 
diente a dicha partición del segnionto 
10, 2%]. Los puntos Mo, Mi, - -~ Mn 
dividen la curva L'en "las partes 
Lisls. . «+, La. cuyas longitudes son 
iguales a 0>; n} < (€/91*).Es obvio que 
las longitudes de los tramos Mi., M, 
de la quebrada anteriormente indicada 
MyMy- My noes superior a I'n 
Coloquermos lodo tramo Af; M, dentro 
cuadrado. eom longitud de Lado 

igual a 31*/n dol modo indicado en 
la fig. 2.4. Es fáci) convencerse de que el arco Z, subtendido por el tramo M,- My 
se encuentra dentro de este cuadrado puesto que la distancia de cualquier punto 
quo so balla fuera o en la frontera do este cuadrado hasta cada uno delos pun 
tos Mi., y M; no es inferior a 1*/n. Por tanto, si algún punto M dol arco Ly se 
encontrara fuera o en la frontera de dicho cuadrado, la quebrada M;_,3/M, 
inscrita en este arco tendría vna longitud no menor que 21*/n, o sea, mayor 
que la longitud 1%/n dol arco Ze, lo cual es imposiblo. La unión de todos los 
cuadrados construidos sobre todos los tramos de la quebrada MoM, MM, 
representa una figura poligonal que comprendo la curva 7. Además, os obvio 
que la frontera de esta figura esla unión de las fronteras dol polígono inscrito en 
la figura Q y del polígono circunscrito alredador de Q- Es también ovidento que la 
diferencia Sg — Sy de las áreas de los poligonos es igual al área de dicha Úgura 
y el área de osta figura no snpora la suma S de Jas áreas de los cuadrados anterior- 


y > 
mente descritos. Ya que S =n ato me < edu última desigualdad <o 


e 
desprende de la expresión Z < g5; ). emtonces Sa — Sy < e. Por uso, según 
el teorema 2.2, la figura Q es cuadrable. El teorema queda demostrado. 
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2 Área del trapecio curvilíneo. Se lama trapecio curvilíneo 
a la figura limitada por la gráfica de una función continua y no nega- 
tiva f (z) prefijada en el segmento la, b], por las ordenadas trazadas 
en los puntos a y b y par el segmento del eje Ox entro los puntos a y b 
dig. 2.5). Demostremos la si- 
guiente afirmación y 

El trapecio curvilineo es una 
figura cuadrable, cuya área P 
puede calcularse por la fórmula 

è 
P= f fdr. (2.28) 


pemosTraciÓN Ya que la fun- 
ción continua en el segmento la, b] 
es integrable, para cualquier nú- 
mero positivo e se puede indicar 
una partición 7 del segmento la, b] tal que Ja diferencia $ — s< e, 
donde $ y s son, respectivamente, las cotas superior e inferior de la 
partición 7. Pero $ y sson iguales a S y y S,. respectivamente, donde 
Say S, son las áreas de las figuras escalonadas (polígonos), la prime- 
ra de las cuales comprende el trapecio curvilíneo y la segunda se con- 
tiono en el trapecio curvilíneo (la fig. 2.5 representa dichas figuras 
escalonadas). Dado que $, — S; < e entonces. conforme al teore- 
ma 2,2, el trapecio curvilíneo es cuadrable. Puesto que el Mmite de 


las cotas sup: 


jores e inferiores para A— 0 es igual a $ 1 (2) de 


y s& P< S, entonces ol área P del trapecio curvilineo puedo 
Ñallarso por la fórmula (2.28). 
OBSERVACIÓN. Si la función /(2) es continua y vo positiva en el 
» 


segmento la, bl, el valor de la integral 1 (2) de os igual al área 


del trapecio curvilíneo tomada con el signo negativo y limitada por 

la gráfica de la función f (2). las ordenadas de los puntos a y b y el 

segmento del eje Oz entce los puntos a y b. Por eso, si 7 (2) cambia de 
y 


signo, | f (2) de es igual a ta suma de áreas, tomadas con vn signo 


determinado, de los trapecios curvilíneos que se encuentran por 
encima o por debajo del eje Oz con Lal de quo las áreas de los primeros 
se tomen con el signo + y los de los segundos, con el signo —. 

3 Área del sector curvilíneo. Sea la curva Z dada en el sistema 
polar por la ecuación r = r (0), a< 0< B (fig. 2.6) con tal de que 
la función r (0) sea continua y no negativa en el segmento [z, B]. La 
s. 
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figura plana, limitada por la curva L y dos rayos que forman los 
ángulos æ y ß con el eje polar, se denominará sector curvilineo. 

Demostremos la siguiente afirmación. El sector curvilíneo es una 
figura cuadrable, cuya área P puede calcularse por la fórmula 


(9) 40. (2.20) 


DemosrRAcióN Consideremos la partición 7' del segmento lc, P] 
por los puntos 4 =0,<0,<...<0, = f y para todo segmento 
parcial 18,-,, 9¿] construyamos 

sectores circulares, cuyos radios 
son iguales ar, mínimo y a R, 
máximo do los valores r (9) en el 
segmento (0,.., 0,1. Como resul- 
tado obtenemos dos figuras en 
forma de abanico, la primera de 
las cuales se comprende dentro 
dol sector eurvilíneo y Ja segunda 
comprende el sector curvilíneo 
Fig. 2.6 (estas figuras en forma de abanico 

E se representan en la fig. 2.6). Las 
áreas 3, y Š ¿de dichos figuras de abanico son respectivamente iguales a 


$A 1100, y a PF) RIAD. Notomos que la primera de estas 
a mi 
sumas es la suma inferior s de la funciós 


+ r2 (9) con la partición 


T del segmento la, fl, y la segunda, la suma superior de la misma 
función con Ja misma partición, Ya que la función r° (0) es integra- 
ble en el segmento lx, B], la diferencia $ — s = 3¿ — 3, puede ser 
tan pequeña como se quiera. Por ejemplo, para cualquier e> 0 


fijado esta diferencia puede hacerse menor que £/2. Inscribamos 
ahora en Ja figura interior en forma de abanico el polígono Q; de 


áron Sy, para el cual $; — S; < $» y circunscribamos alrededor de la 
figura exterior en forma de abanico el poligono Q4 de área S4, para 
el cual Sa — Sy <4 *). Obviamente, el primero de estos polígonos 
está inscrito en el sector curvilíneo y el segundo, circunscrito alrede- 

*) Las figuras consideradas en forma de abanico se componen de sectores 
circulares. Todo sector es cuadrable, por tanto, sen también cuadrables las 


figuras en forma de abanico. Por eso, para estas figuras pueden hallarse los 
polígonos cuyas áreas Sy y Sy satistacon las desigualdades indicadas 
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dor de él. Dado que son válidas las desigualdades 
è 


Sic St È r20) d0 Sa < Sa (2.30) 
2 


à 
resulta evidente que S4 — S; < e. En virtud de la arbitrariedad de e, 
de esta expresión se desprende la cuadrabilidad del sector curvi- 
líneo. De las desigualdades 
(2.30) se deduce la validez de la 
fórmula (2.29). 

4. Ejemplos para calcular las 
árcas. 1°. Hállese el área P de 
la figura F limitada por las grá- 
ficas de las funciones y=x% y z= 
=ya>1 (fig. 2.7). Debido a 
que la figura F es simétrica res- 
pecto a la bisectriz del primer 
ángulo de coordenadas, su área 
puede obtenerse sustrayendo de 
1 (área del cuadrado) el área 
doble del trapecio curvilíneo Fig. 2.7 
determinado por la gráfica de 
la función y =% en el segmento [0, 1]. De este modo, por la 
fórmula (2.28). 


pel 


Ñ 
p=1—2 | zsazr=1—2[ E 
fj 


Ma 


2”. Por tres puntos de coordenadas (—h, Yo), (0, m), (h, Ya) 
pasa una sola parábola y = Ax? + Bz + D (o una recta si los 
Puntos se encuentran en una línea recta). En efecto, el sistema de 
ecuaciones respecto a A, B, D *) 


Ah?— Bh+ D= yo ) 


D=ysn 
Ah? 4 Bh+ D= 
tiene una solución única. A saber: 


acti, pobot, py. 
Empleando las ordenadas Yo, y, € y, expresemos el área P del tra- 
pecio curvilíneo, determinado por dicha parábola, las ordenadas do 
los puntos (—h, 0) y (h, 0) y el segmento del eje Oz entre estos pun- 


*) Estas ecuaciones son condiciones de que los puntos (—%, yo), (0, YN 
y (h, ya) Pertenecen a Ja parábola y = Ax? + Bx -+ D. 
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tos (fig. 2.8). Ya que, según la fórmula (2.28), 
4 

P= | (41? + Br4 D)dz= 240%] A -25 
ES 

teniendo en cuenta las expresiones de A y D, hallamos 


+20. 


P= + (yo + ys + ya) 


3. Mállese el área P del tróbol que Liene r = a cos 3 0 (fig. 2.9). 
Del dibujo so ve que toda la superficie del trébol es igual al área de 


Fig. 20. 


la parte rayada multiplicada por seis que corresponde a la variación 
de @ desde O hasta xu6. Por eso, según la fórmula (2.9), 
pey 
P=6H | cost30 do 
7 


nat 


7 
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1. Conceptos de cubicabilidad y de volumen. Sea U un cuerpo 
finito *). Consideremos todos los poliedros posibles inscritos en dicho 
cuerpo y todos los poliedros posibles cireunscritos alrededor de él. 
El cálculo del volumen del poliedro se reduce a calcular los voJúme- 
nes de los tetraedros (pirámides triangulares). Por eso, consideremos 
que el concepto de volumen del poliedro es conocido. 

Sea (Y) el conjunto numérico de los volúmenes de los poliedros 
inscritos en el cuerpo Æ y {Va} el conjunto numérico de los volúmenes 
do los poliedros circunscritos alrededor de Z. El conjunto (V;) está 
acotado superiormente (por el volumen de cualquier poliedro circuns- 
crito), y el conjunto {Va}, acotado inferiormente (por ejemplo, 


*) Se denominará cuerpo a la parto del espacio, limitada por una superficie 
cerrada no intersecante. 
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mediante el número cero). Mediante V denotemos Ja cota superior 
exacta del conjunto (V,). y mediante PF, la cota inferior exacta del 
conjunto {V4}. Los números V y Y se denominan respectivamente 


volumen inferior y volumen superior del cuerpo E. 

Señalemos que el volumen inferior Y del cuerpo Æ no es mayor 
que el volumen superior V de este cuerpo, o sea, V < V. Para cercio- 
rarse de que esto es válido, hasta hacer unos razonamientos análogos 
a los hechos para la demostración de la desigualdad P < P (véase 
el p. 1 del $ 2). FA 

Introduzcamos ahora el concepto de cubicabilidad del cuerpo. 

Definición. El cuerpo E se denomina cubicable si el volumen supe- 
rior V de este cuerpo coincide con el volumen inferior V. Además, el 
número V = V = V se llama volumen del cuerpo E. 

Es válido el siguiente teorema, 

Teorema 2.4. Para que el cuerpo E sea cubicable, es necesario 
y suficiente que para cualquier número positiva e se pueda indicar tal 
poliedro circunscrito alrededor 
cuerpo E y tal poliedro inscrito en 
el cuerpo E que la diferencia 
Va — Vi de sus volúmenes sea 
menar que e. La demostración de 
este teorema es complelamente 
análoga a la del teorema 2.2 


Fig. 2.10 


clases de cuerpos. So denominará 
cilindro al cuerpo limitado por la 
suporificie cilíndrica con las goneratrices paralelas a un eje y por 
dos planos perpendiculares a esto eje. Intersocándose con la super- 
ficio cilíndrica, estos planos forman figuras planas llamadas bases 
del cilindro, y la distancia h entre las bases del cilindro se deno- 
mina altura del cilindro (fig. 2.10). 

Demostremos la siguiento afirmación. Si la base del cilindro E es 
una figura cuadrable Q, el cilindro es un cuerpo cubicable con tal de 
que el volumen V del cilindro E sea igual a Ph, donde P es el área de 
la base Q. y h, altura del cilindro. 

Puesto que la figura Q es cuadrable, para cualquier número 
positivo e pueden indicarse tales polígonos circunscrito e inserito 
en esta figura que la diferencia S 4— S; desus áreas sea menor que e/h. 
Los volúmenes V4 y V, de las prismas de altura A, cuyas bases son 
los polígonos anteriormente indicados, son iguales a Sah y Sih, 


respectivamente. Por tanto, Va — Vi = (Sa — S:) h <h I 
Dado que estas prismas son, respectivamente, los poliedros circuns- 


7 Cap. 2. Aplicaciones de la integral definida 


crito e inserito en el cuerpo considerado E. conforme al teorema 2.4, 
el cuerpo Æ es eubicable. Puesto que V, < Ph< Va, el volumen 
del cilindro es igual a Ph. 

Do la afirmación demostrada se desprende la cubicabilidad de los 
cuerpos escalonados (se lama cuerpo escalonado a la unión de un 
número finito de cilindros dispuestos de tal modo que la base superior 
de todo cilindro anterior se halle en el mismo plano que la hase 
inferior del cilindro posterior, véase la fig. 2.11). 

onservación. Es válida la siguiente afirmación evidente. Si para 
cualquier número positivo e se puede indicar un cuerpo escalonudo 


Fig. 2.41 Fig. 2.12 


circunscrito alrededor del cuerpo E y un cuerpo escalonado inscrito 
en E, tales que la diferencia V 4 — V, de sus volúmenes sea menor que £, 
el cuerpo É es cubicable. 

Empleemos esta afirmación para demostrar la cubicabilidad del 
cuerpo de revolución (fig. 2.12). A saber, demostremos la siguiente 
afirmación. 

Sea la función y = f (z) continua en el segmento la, bl. Entonces, 
el cuerpo E formado por revolución, alrededor del eje Oz, del trapecio 
curvilíneo limitado por la gráfica de la función f (x), las ordenadas 
de los puntos a y b y por el segmento del eje Ox de a hasta b, es cubicable 
y su volumen V puede hallarse por la fórmula 


è 
V=x (i Plajdz. (2.34) 


DEMOSTRACION. Sea T la partición del segmento la, b] por los 
puntos a=2,<2,<...< Zn =b, y sean m; y M; las colas 
exactas de f (z) en el segmento [2,.,, z;]. En cada uno de estos seg- 
mentos construyamos dos rectángulos de alturas m; y M; (la fig. 2.12 
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presenta estos rectángulos sólo en un segmento [x;.,, 2:)). Obtenemos 
dos figuras escalonadas, una de las cuales se comprende en el trapecio. 
curvilíneo, y la otra lo comprende. Al girar el trapecio curvilíneo 
y estas figuras escalonadas, obtenemos el cuerpo Æ y dos cuerpos 
escalonados, uno de los cuales 
so comprende en Æ y otro com- 
pronde E. Los volúmenes V; 


y Va de estos cuerpos escalona- aada 

dos son respectivamente gua- y 

les a 

n Y) mAr, y n Y) Miaz, AE A 
A a 

Obviamente, estas expresi 

son las sumas superior e "inferior 

de la función nf? (z). Dado que Fig. 2.13 

esta función es integrable, para 


una partición 7 del segmento (a, b], la diferencia do dichas sumas será 
menor que el número positivo dado e. Por consiguiente, el cuerpo E 
NN 


escubicable. Puesto que el límite de dichassumas es igual a a $ P (0) dz, 


z 
el volumen V del cuerpo £ puede hallarse por la fórmula (2.31). 
3. Ejemplos para calenlar los volúmenes. 
. Volumen del cuerpo obtenido por revolución de la astroide 
a13 4 ¡8/8 = a alrededor del eje Oz (fig. 2.13). Como y = (a° — 
Tah, se tiene 


Ven f (a23 2183 dz = -y nad. 


2. Volumen del cuerpo obtenido por revolución de la sinusoide 
alrededor del eje Oz en el segmento (0, 1). Tenemos 


a . 
=a | seed $ 


5 0 


cus2% gy 


7 


4. Área de la superficie de revolución. Consideremos la suport 
cie 11 formada por revolución de la gráfica de la función y 
dada en el segmento la, b] alrededor del cje Oz (fig. 2.14). Deñina- 
mos ¢l concepto de cuadrabilidad de la superficie de revolución Jl. 
Sea Y la partición del segmento la, b] por los puntos a = tọ < 
LAL... LI, An los puntos corres- 
pondientes de la gráfica de la fun (z). Construyamos la quebra- 
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da A,A, . . . An: Al girar esta quebrada alrededor del eje, obtenc- 
mos la superficie [I (A ¿) compuesta por las superficies laterales de los 
conos truucados. Mediante P (x,) denotomos el área de la superficie 
TI (4;). Si y, son ordenadas de f (x) en los puntos z; y l es longitud 


del tramo A;_,4; de la quebrada Ad, . .- An. entonces, 
P(2)=2x J; S natn =n Y aty). (2.32) 
a ia 


Enunciemos las siguientes definiciones 
1°. El número P se denomina límite de las áreas P (x;), si para 
cualquier número positivo dado e se puede indicar un número positivo $ 
tal que, para cualquier partición T 
del segmento la, b) (en el cual la 
máxima longitud A de los segmen- 
tos parciales es menor que $) se 
cumple la desigualdad | P (2)— 
= P| <e. 
2. La superficie de revolución 
I se denomina cuadrable, si 
existe el límite P de las áreas 
P (x;). Además, el número P se 
denomina área de la superficie Tl. 
Demostremos la siguiento afir- 
mación 
Si en el segmento la, b) la 
función f (x) tiene derivada con- 
Fig, 2.44 tinua f' (x), entonces la superficie 
Ti formada por la revolución de la 
gráfica de esta función alrededor del eje Ox, es cuadrable y su área 
puede calcularse por la fórmula 
b 


P=?a $ Ho VIFTD de (2.33) 


DEMOSTRACIÓN. La longitud l, del tramo 4,14, de la quebrada 
AoA: An os igual a Vi a+ Wr yi) Según la fór- 
mula de Lagrange, tenemos y; — y= f (z0) — 7 (Ei) = f È) (r — 
— zi). Poniendo x,—2,1=Ax¡, oblenomos l= V TF2 G:) X 
x Az,. Por lanto, según (2.32), 


P()=2 Y 16) V TFF ED Ar + 


+a(Y 016040160) V TEE An) 030 
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En el miembro derecho de la relación (2.34), la primera suma es la 


suma integral de la función 2af (z) V 1 + J= (2) que, en virtud de 
las condiciones de la afivmación que demostramos, es integrable 
b 


y Lione el límite P = 2| (V IF dz. Demostremos que 


la expresión entre Javes en el miembro derecho de la relación (2.34) 
lieno límite igual a cero. En efecto, sea s un número positivo cual- 
quiera. Ya que la función f (z) es uniformemente continua en el seg- 
mento la, bl, para e > 0 dado se puede indicar un 8 > O tal que 
para A< ô (A = máx Az;) se cumplen las desigualdades | y;-, — 
= fE) < ey | — f (8) |< e. Si M es el valor máximo de la 
función V T £ /7 (z) en el segmento la, b). para Ja expresión entre 
Mayos en el miembro derecho de la relación (2,34), obtenemos la 
estimación 


HS tinai 60) 00-160 VETE) 421) |< 


< 


Me Y Ax, 
5 


M (b—a)e. 


En virtud de la arbitrariedad de e > Ô, el límite de dicha expresión 
es igual a cero. Así pues, hemos demostrado la existencia del límite P 
de Tas áreas P ({x,) y hemos establecido que este límite puede calcular- 
se por la fórmula (2.33). La afirmación queda demostrada. 


OMSERVACION 4. La cuadrabilidad de la superficie du revolución se puedo 
demostrar también en condiciones menos rigurosas. Es suficiente exigir que la 
Tuneron y (2) sea definida e mtegrable en el segmento (a, ù]. De esta suposición 
se desprende la integrabilidad de la función / (Y T 4 77 ta (véase ol comple- 
mento £, cap. 1, tomo 2). Los razonamientos ulteriores en nuda se diforencian de 
los razonamientos quo hemos hecho para demostrar la afirmación de este punto, 
+7 OBSERVACIÓN 4. Ši la superficie JI so obtiene girando alrededor del je Oz, la 
or las ecuaciones paramótricas y = ¢ (0, y = (0, ¿E 

o de variables bajo el signo de la integral definida 

mos la siguente expresión para el área P de esta 


superficie 


t 
P=2x f ELOR ROE S UL (2.35) 


Consideremos los ejemplos de cólculo de áreas de lus superficies de revolución. 
1. Mallemos el área P de la superficie de la elipsoide de revolución 27- 


-HSA que gira alrededor del eje Oz. Consideremos primeramente e) casu 


cuando a >b (revolución alrededor del eje grande de la elipse). Dido que en 
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este caso mo=t VE==2, tomando e= y 


Pæ?n 7) VIF drea È $ VETER dm 


mane (1+-Earosen e). 
y BZ 

Si a<b, poniendo «=]/ LL y realizando los cálculos correspundien- 

tes, obtenemos 


P=2ab (+ EA 


2”. Hallomos el área # de la superficie formada por revolución, alrededor 
de eje Oz, de la cxcloide determinada por Jas ccnaciones paramétricas z = 
== a(t — sen t), y = a (1 =~ cos 1), 0< 1< 2a. Por la fórmula (2.35), tenemos 


B 
Pæ?a $ YO VPD O dt=2 Y Be | Acond nal, 
E o 


$ 4. Algunas aplicaciones físicas de la integral 
definida 


1. Masa y centro de gravedad de una varilla heterogénea, Exami- 
ae una varilla heterogénea que se encuentra en el segmento la, b) 
afi Oz. Sea p (z) la densidad lineal de la varilla *). Denotomos 
co la partición del segmento la, b] por los puntos a = xy < 1, < 
. < Zn = b. En todo segmento parcial Í[z¡.., 74] escojamos un 


punto E, y compongamos la suma È e p (Es) Azı. Dado que todo 


sumando de esta suma es valor aproximado de la masa de la porte 
de la varilla en el segmento [z,.,, z;], dicha suma se toma lógica- 
mente por valor aproximado de la masa de toda la varilla. Conforme 
a los razonamientos anteriores, definamos la masa M de toda la varilla 


como el límite de las sumas Y) p(E;) Az, cuendo A = máx Az, 
fai 


*) Si Am es la masa de la parte de la varilla que se encuentra dentro del 
segmento |r, z+ Az), la relación Am:Ax se denomina densidad lineal media 
de la varilla en este segmento. Se llama densidad linea] p (<) el limite p (2) = 


= lim — 


$ 4 Algunas aplicaciones físicas de la integral definida a 


è 
tiende a cero, es decir, como la integral fo (2) dz. De este modo, 
M= $ p (2) dz. (2.36) 


Para determinar el centro de gravedad de la varilla heterogénea, 
empleemos la fórmula de la coordenada del centro de gravedad del 
sistema (my (z,)} de puntos materiales que tienen las masas m, y se 
encuentran en los puntos z, del eje Oz. À saber, la coordenada z; del 
centro de gravedad del sistema (m;) puede hallarse por la fórmula 


a MEE metadata Y $ 
e 2 mu) E me (2.37) 


Cousíderemos la partición 7 del segmento la, b) por los puntos a = 

= ta LT <... < En = b y calculemos la masa m; de la parte 

de la varilla que se encuentra dentro del segmento [ti-i z]. Por la 
s; 


fórmula (2.36), tenemos m= Í p (2) dz. Aplicando la fórmu- 


K 
la (1.13) del valor medio, obtenemos también que m; = p (E;) Az, 
Tomando que la masa m, está concentrada en el punto E, del seg- 
mento [21.1 zı), podemos considerar la varilla heterogénea como un 
sistema de puntos materiales de masas m; que se hallan en los pun- 
tos E, del segmento [a, b]. Ya que 


as i 
Dm= $ pl) dr= f pladi=M, 
a aro a 


por la fórmula (2.37), hallamos el valor aproximado de la coordena- 
da xz, del centro de gravedad rle la varilla heterogénea 


Y Esp tn Ax 
2 —. (2.38) 


La expresión del numerador del miembro derecho de la relación (2.38) 
es la suma integral de la función zp (z) en el segmento [a, b]. En co- 
rrespondencia con los razonamientos que hemos hecho, determinemos 
la coordenada z, del centro de gravedad de la varilla heterogénea 
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2. Aplicaciones de lo wteseral debinida 


por la fórmula 
b 

ERN 
i — (2.39) 

Y piz) da 
2. Trabajo de una fuerza variable. Supongamos que cl punto 
material se mueve desde el punto a en el eje Oz hasta el punto b 
en este mismo eje bajo Ja acción de la fuerza ¥ paralela al eje Ox 
Consideraremos que esta fuerza es función de z y está definida sobre 
el segmento la, bl. Sea 7 la partición del segmento la, b) por los 
k tos a = fy L Lnn L En =b. En cada segmento parcial 
[2,-,. xil escojamos un punto E, y tomemos como valor aproximado 
del trabajo A de la fuerza variable F (x) en el segmonto fa, b] la ex- 


presión 3) P (5) Ar En correspondencia con estos razonamien- 
E 


tos preliminares, definamos el trabajo A de la fuerza variable F (x) 
1 


en ol segmento la, b] como la integral Ñ F (x) dr. De este modo, 


A= | Fue (240) 


Complemento 


Ejemplo de una figura no cuadrable 


1. Denoruinemos triángulo semiabterto al conjunto de puntos de un trin- 
gulo, de cuya frontera *) se eliminan los puntos de sus dos lados y dos vértices 
y 
á un 
Ti (0.1 

ren Tora 
(0.0) Raz (00 n a 

Fig. 2.15 Fig, 2.16 


adyacentes a estos lados. Consideremos la construcción de Ja curva L que será 
parte de la frontera de una figura no cuadrable Q. Roalicomos esta construcción 


*) La frontera del triángulo es el conjunto de puntos de sus lados y vértices. 
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climinando sucesivamente ciertos triángulos semiabiertos de un triángulo 
rectángulo isóscoles 7 dado que denotamos 7 (0, 1], para que los razonamientos 
sucesivos sean más cómodos, Las coordenadas de los vértices de este triángulo 


Fig. 2.18 


son (U, 0), (1, 1), (2, 0) (fig. 2.15). Describamos ahora el proceso de eliminación 
sucesiva do los triángulos semiabiertos definidos del triángulo 7 (0, £]; 

1. Se elimina el triángulo somiabierto, un vértice del cual tione las coordo- 
nadas (t, 1) y otros dos se encuentran on el cje Oz. El área S, del triângulo elimi- 
nado es igual a 1/4. La figura obteni- 
da se representa en la fig, 210 se y 
compone de dos triángulos 7 10, 12) un 
y T1£2, 4] cuyas áreas son renales 

En el triángulo 7 (0, (21 y el 
. 1] se olimina un triángulo, o 
dos cuya suma S, de 
áreas es igual a 1/8, La figura obtenida 


se Ep ia] a la fig. k Ye 
compone de los cuatro triángulos » 
Zibi 1/4), TÍ ¡TU 54l e na 
, 1] cuyas áreas Son iguales.  — - 
3. De cada uno de dichos triá e, nerne 


prar zenem 
los so elimina uno, o sea A 
aulos en total cuya suma S a 1/46. La figura obtenida se 
representa on la fig. 2.18. los ocho triángulos; 


T (0, 1/8), 7 (1/8, 4/4), 7105, 38), 7183, 12 
1/2, 5/8), 7 15/S, 3/4), T134, 7/8), TITR, M, 
cuyas áreas son iguales. 
4. De cada uno de dichos triángulos se elimina uno osa ocho en total 


enya suma de áreas es igual a 1 gura obtenida se representa en la fig. 2.19. 
n: 


Ro compone de dieciséis triángulos de Áreas iguales, Cada nno de estos triángulos 


se denota con el símbolo 
4 pt e 
rf. P J P=0,4,...,15 
La eliminación sucesiva de los triángulos es evidente. Pasemos ahora a la 
definición de la curva L. Los triángulos re. 242] (p y n son cuales- 


quiera números enteros no negativos”que satisfacen la condición p< 2”) obte- 
nidos en el proceso anteriormente descrito poseen la propiedad siguiente sean 
y REE] yr[Zo, cert 


e de dos tmóngulos tales que 
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EN Pti opti 
e > Entonces, el segundo de estos triángulos 
se comprendo dentro del primero. Notemos también la siguiente propiedad 


evidente delos triángulos r[%. it: uando n > o sus diámetros *) 


po BEE, g 
ES . 

centrado de triángulos (esto significa que el trióngulo correspondiente al índice 
k comprende el triángulo correspondiente al indice k+1 y para k > œ los 
diámetrosde los triángulos tienden a cero). Tod» sistema concentrado de trián- 
gulos tiene eractamente un punto común **), Consideremos todos Ins sistemos 


tienden a cera. Sea {r 4, 2,..., Un sistema con 


2 5/8 s4 718 


va 


Fig. 2.20 


concentrados posibles de los triángulos anteriormente indicados. Defínamos Ja 
curva L como el conjunto {M} de todos los puntos posibles, cada uno de los 
cuales es punto común del sistema concentrado de los triángulos auteriormente 


mencionados rr. ESA s 
Señalemos qüe al conjunto (M) a la curva £) le pertenecon los vértices 
p+1] 


de todos los triángulos 7|- , 233" |. Para cerciorarse de esto. observemos 
queel vértice de tah am Ta it triángulos pertenece si aringa eongo tmlo 
po Apti i pi BP J} 
de triángulos {7 [ -2f , ZEEL ]) y al sistema {7 [y 
Para convencerse de que el conjunto construida {A0) os una curva simple en 
el sentido de la definición dada en el p. 1 del $ 1 del presente capítulo, 
bemos demostrar que todos los puntos del conjunto Af se determinan put 
las ecuaciones paramótricas z= ọ (1), y=% (1), a<1<b, donde p(0 y y() 
son funciones continuas ***). 
Consideremos el segmento fO, 1] del eje £ Para todo segmento 


2%. A siendo p y n cualesquiera números enteros no negativas 


p<2%, lo pongamos en correspondencia el triángulo rf. 24+] iii 
La fig. 2.20 presenta los segmentos correspondientes a los triángulos 


jo llama diámetro dol triángulo a la longitud do su lado máximo. 
) En el cap, 3 (véase ol p. 2, $ 3, tomo 1) hemos demostrado que el sistema 
concentrado de tos tiene exactamente un pauto común, Proyectando «) 
sistoma concentrado de triángulo sobre los ejes Oz y Oy, obtenemos los sistemas 
concentrados de sogmentos en los ejes do coordenadas. Sean, respectivamente 
z o y los puntos comunes de dichos sistemas concentrados do segmentos en 1 
ejes Oz y Oy. El lector puedo cerciorarso fácilmente de que el punto 17 de coord 
nadas z e y es el único punto común de dicho sistema concentrado de triángulo: 
49%) Til hecho de que a diferentes £ les correspouden puntas diferentes dv 
conjunto M se evidencia por la construcción de la curva L. 
»e=+) Notemos que a cada uno de estos triángulos le corresponde un solo 
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nik. 24]. Todo punto £ del segmento [0, 4] pertenece a todos los 


1 
segmentos de un sisterma concentrado { z Y) de segmentos *). 


Pongamos en correspondencia con este punto ¢ al punto común M del sistema 


concentrado de triángulos (7 [-22- , a) . De este modo, a todo va- 
E 


lor £ del segmento [0, 1] se le ponen en correspondencia las coordenadas z 
e y del punto M. Por consiguiente, z e y son funciones del parámetro t. 
Cerciorímonos de que Jas funciones <=G (0 e v=} (1) son continuas en el 
segmento (O, 4}. En efecto, sean e un nimero cualquiera positivo dado, t, un 
punto dado 'del segmento (0, 4] y M un punto de la curva L determinado 
por este valor del parámetro f. Del sistema concentrado de triángulos 


{r E f Bt) que determinan el punto M elejimos un triángulo con 


4 
el diámetro menor que e y consideremos el segmento Er que 


comprende el punto £ que determina M (y, por consiguiente, z e y). Todos 
los puntos de la curva Z determin 
dos por los valores £ de este segment 
se encuentran en el triángulo anterior- 
mente mencionado y, pur tanto, si 
coordenadas se diferencian de las di 


punto M en no más de e. Pero, esto 
significa que las funciones q (0 y 
«y (2) son continuas en dicho punto 
2. Pasemos a la construcción de la 
figura no cuadrablo Q. Consideremos el 
cuadrado Q cuyo lado es igua) a 2. 


Sobre cada Tado de este cuadrado cons- 


truyamos triángulos rectángulos isós- NS 


celes 7,, Tay Tay 74 Como resultado, 

ohtenemos “el cuadrado Q de lado 

2 V (tig. 2.21). Luego, de cada nno 

do estos triángulos “eliminemos los Fig. 2.21 

triángulos —semiabiertos del modo 

descrito anteriormente (on el p. 4). 

Como resultado, obtunemos la figura Q limitada por la curva cerrada compuesta 
por cuatro curvas congruentes la curva £ (véaso el p. 1). Demosiremos quo 
la figura obtenida Q no es cuadrable. Consideremos dos sucesiones especiales de 
poligonos f {Qa} y {Qn}, la primera de los cuales se compono de los poligonos 
inscritos en la figura Q y la segunda, de los polígonos circunscritos alrododor 
de O. La sucesión {Q,,} se obtiene si se unen el cuadrado Q y los triángulos semi- 


*) Sean £ un punto cualquiera del segmento (0, 1] y n un número entero 
positivo cualquiera. Entonces, el panto £ pertenece obviamente al segmento 


[+ 252] con tal de que todo segmento de este tipo y correspondiente 
al número n+ se comprenda en el segmento correspondiente al número n. 


*») Los conjuntos A y B se denominan congruentes si son acordados por el 
movimiento. 
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definie 


abiertos eliminados de los triángulos 7,, 7s, 73, 7s a todo paso impar del proce 
so descrito en el p. 1, La sucesión eS Js obtiene eliminando del cuadrado los 
triángulos semiabiertos eliminados de los triángulos 7,. Ta, Ts, 7, en todo paso 
par dol procoso descrito en el p 4. Es obvio que cualquier polígono inserito en la 
figura Q se comprenda en algún polígono Q, y cualquier polígono circunscrito 
alrededor de la figura Q comprenda algún polígono Qn. Por eso, el límite de la 
sucesión (Sn) de los áreas de los polígonos Q, es igual al área inferior P de la 


figura Q y el límite de la sucesión (3, } de las áreas de los poligonos G,, esigual 


al área supertor P de la figura Q. Es fácil convencerse de que 


14. 
2 

Pr A 
= lím 3 =223, Puesto que P4P, la figura Q no es cuadrable, 


lim $ =163 y Pa 


Señalemos que la diferencia P — P 
considerada Q tiene un área iguala 2. 

3. Demostremos que cualquier parte de la curva L limitada por dos puntos 
diferentes no es rectificable, En primer lugar, demostremos que esta parte L' 
de la curva Z Liene un área diferento do cero, vs decir, cualquier polígono que eu- 
bro Z’ tiene un área superior a un número positivo, Observemos que Z” compren- 


de la parte L” que corresponde a los puntos de segmento TL. 2447 y, por tan- 
Le F 


2, De este modo, la frontera de la figura 


to, L” se comprendo dentro del triángulo 7 [ d ] y puedo obtenorso elimi- 


nando determimados triángulos semiabiertos de esto triángulo (véaso el p. 4 
del presento complemento). Es fácil calcular que la suma S de las áreas de todos 
los trióngulos somiabiertos oliminados es inferior a la suma Sp del triángulo 7 
(5 l: Por consiguiente, la parte L” tiene el área igual a Sp — $ > 0. 
En el $2 dol presento capitulo, domostrando la cuadrobilidad de la figura limi- 


*) Es fácil obtener estas fórmulas si tomamos en consideración que Jas 
sumas de las áreas de los triángulos eliminados en los pasos impares del proceso 


forman la progresión geométrica 1, 1. +- y los sumas de las áreas de los tri- 
ángulos eliminados en los pasos pares del proceso, la progresión geométrica 


Capítulo 3 


MÉTODOS APROXIMADOS DE CÁLCULO DE RAICES DE 
LAS ECUACIONES Y LAS INTEGRALES DEFINIDAS 


En el presente capítulo so consideran métodos aproximados de 
determinación de raíces de las ecuaciones y trascendentes y de cálcu- 
lo de integrales definidas. 


$ 1. Métodos aproximados de cáleulo de raíces 
de las ecuaciones 


En este párrafo estudiaremos el cálculo aproximado de una de las 
raíces de la ocuación f (z) = 0, donde y = f (z) es función continua 
o diferenciable. Admitiremos que la raíz c de esta ecuación es aislada 
en un segmento la, b], o sea, que esta raíz es punto interior del seg- 
mento [a, b] que no contiene otras raíces de la ecuación considerada. 
En la práctica, mediante una estimación aproximada suelen deter- 
minarse las dimensiones de dicho segmento la, b) *). 

1. Método de la «horquilla». Comencemos por el método fre- 
cuentemento utilizado para el cálculo aproximado de las raíces en 
ordenadores modernos de acción rápida. 

Sea la raíz e de la función f (x) = Ô aislada en un segmento la, bl. 
Respecto a la función f (x), supongamos que es continua en el seg- 
mento la, b} y en los extremos de este segmento tiene valores do 
signos diferentes. A continuación, para que sea más breve, denomi- 
naremos «horquilla» todo segmento en cuyos extremos f (x) tiene 
valores de signos diferentes. 

Pasemos a describir el método de cálculo de la raíz de la ecua- 
ción f (z) == 0, llamado método de la “horquilla”. 

Para que sea más preciso, tomemos / (a) < 0, / (b) > 0. Divida- 
was el segmento [a, b] en dos partes iguales. En este caso pueden 
tenerse dos casos: 1) el valor de la función en el centro del segmen- 
to [a. b} es igual a cero (en este caso, la raíz buscada queda determi- 
nada). 2) dicho valor no es igual a cero. En este caso, una de las 
mitades del segmento fa, 6) es una horquilla. La denotaremos [a,, b). 
Evidentemente, f (a) < 0, 7 (b) >ÓÚ. Tratemos con el segmento 
la,, b,] de modo igual quo con ol [a, b], o sea, dividamos el sogmonto 
la, A] en dos partes iguales. Siguiendo razonamientos análogos, 
tendremos dos posibilidades: 1) ora el proceso anteriormento descrito 
termina debido a que el valor de la función en el centro de uno de los 


1 Adem: 
posición de la 


se puede utilizar la información complementaria sobro la 
que se desprendo del contenido físico del problema. 
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segmentos será igual a cero (en este caso, la raíz buscada queda deter- 
minada), 2) ora se puede continuar ilimitadamente el proceso descri- 
to y, como resultado, se obtiene ol sistema concentrado de segmentos, 
horquillas [2,, b], laz, Del, - . -, lan, bnl, - . -, con tal de que para 
cualquier número nf (an) < Ô, f (Ùn) > 0. Dicho sistema concen- 
trado de segmentos tiene un punto común c al que converge cada 
a, una delas sucesiones {an } y {bn } 
(véase el corolario dol” teorema 
3.15, tomo 1). Demostremos que 
c es la raíz buscada, o sea, 
$ (e) = 0. Puesto quo la función 
7 (z) es continua en el punto c, 
cada una de las sucesiones 
{f (an) y {f (bn)} converge a 
k f (c). Pero, entonces, de las con- 
E E diciones f (an) < 0, f (bn) >0 
y en virtud del teorema 3.13 del 
ad tomo 1 y de la observación de 
EN este teorema, obtenemos que a la 

vez son válidas las desigualdades / (c) < 0 y f (c) > 0, o sea, f (c) = 
Los razonamientos que hemos hecho dan el algoritmo que per- 
mite hallar la raíz buscada c. Por el valor aproximado de esta raíz 
so puede tomar el punto “4%, os decir, el punto medio del 
segmento lan, bn). Ya que la longitud del segmento [an, bn] es igual 


Sat ln se diferoncia del valor exacto de la 


a gro, ol número 


raíz en no más de 252. De este modo, mediante la división sucesi- 
ur 


va por la mitad de los segmentos horquillas el proceso descrito per- 
mito calcular la raíz buscada e con cualquier grado de exactitud 
fijado do antemano. Dado que el proceso descrito conduce a la repo- 
tición múltiple de las operaciones de cálculo de un mismo tipo, es 
especialmente cómodo para realizar los cálculos con máquinas ma- 
temáticas de acción rápida. 

2. Método de las tangentes *). El método de las tangentes es uno 
de los métodos aproximados más eficaces de cálculo de raíces de la 
ecuación f (z) = 0. 

Sea la raíz buscada c de la ecuación / (x) = 0 aislada en el seg- 
mento [a, b]. Pasemos a describir el método de las tangentes sin 
aclarar, por ahora, on qué condiciones es posible aplicar esto mé- 
todo. 

Consideremos la gráfica de la función f (z) en el segmento la, b] 
(fig. 3.1). Como aproximación nula de la raíz buscada tomemos cierto 
valor z del segmento [a, b] y mediante B, denotemos el punto de 


*) Este método se denomina también método de Newton. 
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la gráfica de la función con la abscisa xy. Tracemos por el punto Bo 
la tangente a la gráfica de la función y como primera aproximación 
de la raíz buscada tomemos la abscisa z, del punto de intersección 
de esta tangente con el eje Ox *). Después tracemos la tangente a 
la gráfica de la función por el punto B, de abscisa z, y como segunda 
aproximación tomemos la abscisa z, del punto de intersección de 
esta tangente con el eje Oz. Siguiendo ilimitadamento este proceso, 


construimos la sucesión zo. Tı, - - => Zn, > - » de valores aproximados 
de la raíz buscad 
Para fines prácticos es convoniente obtener una fórmula recu- 


rrente que exprese ny, mediante £p. Para hacerlo, tomemos la ecua- 
ción Y — f (£n) = f' (Zn) (2 — zn) 
de la tangente a la gráfica de 
la función en el punto B, y cal- 
culemos la abscisa z+, del pun- 
to de intersección de esta tan- 
gente con el eje Ox. Con esto 
obtenemos 


E pi. (3.1) 
La fórmula (3.1) define el algo- 
ritmo del método de tangentes. 
De esto modo, el método de las Fig. 3.2 
tangentos es el método de apro- 
ximaciones sucesivas (y también le llaman método de las iteracio- 
nes) que se construyen con ayuda de la fórmula recurrente (3.1). 
Nuestra tarea posterior es la argumentación del método de las 
tangontes. 

En el p. 5 vamos a aclarar Jas condiciones on las que la sucesión 
de valores zn determinados por la fórmula (3.1) converge a la raíz 
buscada e y vamos a dar una estimación del error, es decir, de la des- 
viación del valor aproximado z, respecto del valor exacto de la 
raiz c. 
3. Método de las cuerdas. Entre los métodos ampliamente extendi- 
dos para la solución de la ecuación f (z) = 0 tenemos el método de 
las cuerdas. 

Pasemos a describirlo sin aclarar, por ahora, en qué condicio- 
nes es aplicablo. 

Supongamos que la raíz buscada c de la ecuación / (z) = 0 está 
aislada en el segmento la, b) y pasemos a considerar la gráfica de la 
función f (z) en esto segmento (fig. 3.2). Por la aproximación nula 


*) Dado quo la tangente en el punto Bo es la gráfica de la diferencial de 
la función y (z) en el punto »,. dicho procedimiento de determinación de la 
Primero aproximación z, so basa en la sustitución de la función por su diferencial 
en el punto zo- 
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de la raíz buscada tomemos el número xo del segmento la, b} y me- 
diante Ao y B denotemos los puntos de la gráfica de la función con 
abscisas zp y b. Por los puntos A, y B de la gráfica de la función 
tracemos la cuerda A¿8 y tomemos como primera aproximación 
de la raíz buscada la abscisa z, del punto de intersección de esta 
cuerda con el eje Ox (véase la fig. 3.2). Luego, tracemos la cuerda por 
los puntos de la gráfica A, do abscisa z, y B. Como segunda aproxi- 
mación tomemos la abscisa z, del punto de intersección de la cuerda 
A,B con el eje Oz. Siguiendo ilimitadamente este proceso, construi- 
mos Ja sucesión Ze, Zy, Za, > + => tas » + + de valores aproximados do 
la raíz buscada. 

Para fines prácticos, es conveniente obtener la fórmula recu- 
rrente que exprese z,+, mediante x,. Para hacerlo, tomemos la 


Y —f (2a) E—En 
ecuación pr Létal = ¿Sn de la cuerda que pasa por los puntos 
An (zn, (ad) y B (b, f (0) y calculemos la abscisa zn y, del punto 
de intersección de esta cuerda con el eje Oz. Con esto, oblenemos 


16-20) f (n) a 
TOT ien) * (558) 


En — 


La fórmula (3.2) define el algoritmo del método de las cuerdas. De 
oste modo, el método de las cuerdas es vn método de iteracionos que 
se construyon con ayuda de la fórmula recurrente (3.2). Nuestra 
tarea posterior es la argumentación del método de las cuerdas. 

En el punto 6 aclararemos Jas condiciones en que la sucesión de 
valores sucesivos z, converge a la raíz buscada c y daremos la esti- 
mación del orror del método de las cuerdas. 

4. Métodos de las iteraciones (aproximaciones sucesivas). De los 
puntos 2 y 3 se ve que los métodos de las tangentes y de las cuerdas 
están Jigados por la idea general de construir aproximaciones suce- 
sivas para la raíz buscada. Esta idea se basa en el método expuesto 
en el presente punto. 

Examinemos este método aplicándolo a la ecuación 


x=F(). (3.3) 


Introduzcamos el concepto de sucesión tterativa 

La sucesión Zo, Tı ---+ Xn, ..- Se denominará Heraliva, si 
para cualquier n >1 el elemento x, se expresa mediante el ele- 
mento xn, por la fórmula recurrente zn = F (2h -1) y como zo so 
toma cualgwier número del campo de definición de la función F (x). 
Demostraremos que en determinadas condiciones la sucesión iterativa 
converge a la raíz de la ecuación (3.3) y, por tanto, se pueden tomar 
sus elementos por valores aproximados de esta raíz. 

Es válida la siguiente afirmación. 

Afirmación 1. Sea la función F (2) continua en el segmento la, b] 
y que todos los elementos de la sucesión ¡lerativa Xp. Z, +4 Eno => + 
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se encuentren en este segmento. Entonces, si esta sucesión converge a un 
número c, dicho número será la raíz de la ecuación (3.3). 

DEMOSTRACIÓN Dado que la sucesión {z } converge a e y todos los 
elementos de ella pertenecen al segmento (a, b), el límite ¢ también 
pertenece al segmento (a, b] (véase el corolario 2, teorema 3.13, to- 
mo 1). Según la condición, la función F (z) es continua en el punto e 
y por eso la sucesión {F (£,-,)) converge a F (c). De este modo, la 
igualdad zn = F (Zn). en el límite, para n-— co, se transforma 
en Ja igualdad e = F (c), o sea, c es la raíz de la ecuación (3.3). La 
afirmación demostrada se empleará esencialmente para argumentar 
los métodos de las tangentes y de las cuerdas en los puntos 5 y 6. 

Demostremos otra afirmación frecuentemente usada para calcu- 
lar aproximadamente la raíz de la ecuación (3.3) con ayuda de la 
sucesión ¡terati: 

Afirmación 2. Sea e la raíz de la ecuación (3.3) y que en un seg- 
mento simétrico respecto al punto c [c — e, c + el la derivada de la 
Junción F (z) satisfaga la condición | F' (x) | <a <1. Entonces la 
sucesión iterativa que tiene como zy cualquier número del segmento 
le — e, e + el, converge a dicha raiz c. 

DEMOSTRACIÓN. Antes que nada demostremos que todos los ele- 
mentos de la sucesión iterativa {rn} pertenecen a dicho segmento 
lo — e, e + el. En efecto, x pertenece a este segmento por la con- 
dición. Por lo tanto, es suficiente, suponiendo que £n., pertenece a 
este segmento, demostrar que z, también pertenece a dicho segmen- 
to. Para hacerlo, apliquemos la fórmula de Lagrange a la diferencia 
F (2,1) — F (e) y tomemos en consideración quo F (c) = c, €n = 
— F (£n-1). Obtonemos 


Ln ce =P (23) —£ (c) = F' (E) (n1 — 0), (3.4) 
donde E es el punto que se encuentra entre fn- Y € y, por tanto, per- 


teneciente al segmento [e — e, e + el. Dado que | F" (E) | <a <1, 
do la igualdad (3.4) obtenemos 


lin =el Kalaa e le (3.5) 
A su vez de (3,5), debido a que 0 <a <1, obtenemos 
ita =e} <| Ena e hd (8.6) 


La desigualdad (3.6) establece que todo elemento posterior +, está 
más próximo a e que el elemento anterior £n -,, y, por tanto, ya que 
tn, Pertenece al segmento fc — e, c + el y este segmento es si- 
métrico respecto al punto c, entonces x, también pertenece a dicho 
segmento. Queda por demostrar que la sucesión (z,) converge a c. 
Puesto que la desigualdad (3.5) es válida para todos los números n, 
entonces, empleándola, obtenemos 


lx — e |< a" |z — e |- (8.7) 
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De la última desigualdad es obvio que z„ — ¢ puesto que a” — 0. 
La afirmación 2 queda demostrada. 


Hagamos unas observaciones prácticas respecto a la afirmación que acabamos 
de demostrar. Supongamos que por modio de una estimación preliminar hemos 
establocido quo la raíz buscada de la ecuación (3.3) es aislada en cierto segmento 
la, b) en el cual la derivada de la función F (z) satisface la condición | F” (x) | < 
<a<t. 

Puesto que el sogmento |a, b], hablando en general, no es simétrico respecto 

a la raíz buscada, entonces, lógicamente, surge la progunta: ¿de qué modo pode- 
mos elegir la aproximación mula zo 

E tes B con tel de que s pueda aplicar la 


an afirmación 2, anteriormente demostra- 
da? Observemos que dondeqniora que 

2e-6 e b se encuentre dentro el segmento [a, b] 

q n: > s a raíz buscada e, a Erge uno de los 
los segmentos simétricos respecto a o, 

Fig. 3.3 fa, 2020) è 120.0, b) (lig. 30), peri 


tenece por completo al segmento [a, b). 

Por tanto, al menos uno de los puntos a 
y b pertenece al segmento simétrico respecto a la raiz e, on tod 
dol cual | (2) 1< a < 1, Por lo tanto, según la afirmación 2 
demostrada, al monos uno de los puntos a y bse puedo olegir en 
May que tomar como xy aquel do los dos puntos a y b para el cual la aproxi- 
mación z, = F (z) no “abandona los límites dol segmento la, b]. 


En la práctica con más frecuencia sc encuentra el caso cuando la 
derivada F” (x) tiene un signo determinado en el segmento [a, bl. 


y Fla 


Fig. 3.4 i Fig. 3.5 


Si oste signo es positivo, de la fórmula (3.4) se desprende que la su- 
cesión {zn} es monótona. Este caso conduce al llamado diagrama 
escalonado representado en la fig. 3.4. Si la derivada F’ (2) es nega- 
tiva en el segmento la, b], de la misma fórmula (3.4) se ve que cualos- 
quiera dos elemontos sucesivos zn -, Y Za se hallan a lados diferentes 
de la raíz c. Este caso lleva al llamado diagrama en forma de espiral, 
representado en la fig. 3.5. 
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onservación. Surge la pregunta sobre Ja estimación del error 
del método de las iteraciones, o sca, sobre la estimación de la des- 
viación de la n-ésima aproximación de z, respecto del valor exacto 
de la raíz c. De la fórmula (3.7) se desprende directamente la 
siguiente estimación: 
[xn —c <a" (b— a), 
donde a es la cota superior exacta de la función | F” (x) | en el seg- 
mento la, b] en el cual es aislada la raíz considerada. Si la derivada 
F (x) es negativa en el segmento [a, b), entonces, como se indica an- 
teriormente, Zp-, Y Zn Se hallan a lados diferentes de la raíz c, y, 
por tanto, es válida la siguiente estimación: 


Ln =e |< 1 En — tn- l- 


Si en el caso considerado por el valor aproximado de la raíz toma- 
mos Ja semisuma de dos aproximaciones sucesivas 


Inta: 


obtenemos la siguiente estimación del error: 


p-etra, 

5. Argumentación del método de las tangentes. 

1°. En primer lugar, consideremos el caso cuando la raíz buscada 
e de la ecuación f (z) = O es aislada en el segmento la, b] sobre el 
cual Ja función f (£) tiene la primera derivada que no se anula y la 
segunda derivada acotada. Demostremos que en esto caso existe un 
entorno bastante pequeño de la raíz ¢ tal que si la aproximación 
nula ze so halla dentro de este entorno, la sucesión (£, ), dolermina- 
da por la fórmula recurrente (3.1), converge a la raíz e. 

Ante todo, observemos que la ecuación 

2=F(a), donde Fl)=2— 20, (3.8) 

tiene en el segmento la, b] una sola raíz e coincidente con la raíz de 
la ecuación f (z) = 0. Por eso, en vez de la ecuación f (1) = O, resol- 
veremos la ecuación (3.8). Para esto, tomando un valor de zp, cons- 
truyamos la sucesión ¡teraliva 


=P Ej- AE 9 
tru =F (e)ta E 89 
Observemos que la fórmula recurrente (3.9) coincide completamente 
con la fórmula recurrente (3.1). 

Para demostrar la convergencia de la sucesión iterativa {rn} 
a la raíz buscada c basta demostrar que en cierto e-emtorno de la 
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raíz e la derivada F” (z) satisface la condición | Z” Elsa <i y 
tomar zo en dicho e-entorno (véase la afirmación 2 del p. 4). En 
virtud de las exigencias planteadas ante la función f (7) existen 
números positivos m y N tales que en todos los puntos del segmento 
fa, LÌ se cumplen las desigualdades 


IM) 1>m>0%), Fa». (3.10) 
Dado que 


m MOE 10 _ 1014 
Pm TO a O 


de las desigualdades (3.10) se desprende la siguiente estimación: 
IF (21 SQL (3.14) 


De lo continuidad de la función j (x) se desprende que en un e-en- 
torno de la raíz e esta función satisface la desigualdad 


HOKA a, (3.12) 


donde q es el número fijado del intervalo O <a <1. Comparando 
las desigualdades (3.11) y (3.12), obtonemos que en todos los puntos 
de dicho e-entorno de la raíz 


IF (0) <a <1. 


Por lo tanto, la convergencia de la sucesión (3.0) a la raíz e queda 
demostrada. 

OBSERVACIÓN 1 Hemos demostrado la convergencia de la sucesión 
{zn } a la raíz c solamente para la condición de quo la aproximación 
nula zo se encuentre en un e-entorno bastante pequeño de la raíz c. 
La elección dol valor de z, necesario se realiza fácilmente con orde- 
nador moderno de acción rápida haciendo varias pruebas. 

OBSERVACIÓN 2 Estimomos la desviación del valor aproximado de 
la raíz £n +1 respecto del valor exacto de c. Para este fin, desarrolle- 
mos la función f (z) en el entorno de x, por la fórmula de Taylor 
con el término residual en forma de Lagrange: 


HO = HE H (Aa +2). 


Poniendo en esta fórmula z= c y teniendo en cuenta que f (e) == 0, 
tendremos 


O=f læ) H (En) lea exp 


Sustrayendo de la última fórmula la fórmula / (zn) +f ton) X 
X (En ti — tn) = 0, que se desprende de la relación recurrente (2.9), 


*) Estas desigualdades se deben a que la derivada f' (z) es continna y no 
se anula en el segmento considerado. 
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obtenemos 
da 
e E ae) 
Do aquí, empleando las denotaciones (3.10) anteriormente adoptadas, 
llegamos a la siguiente desigualdad: 


Ire E lta elt. 


Aplicando sucesivamente esta estimación para n =Q, 1, 2, .. 
obtenemos la siguiente estimación: 


lran els (LE) roel 


2°, Argumentemos el método de las tangentes con unas suposi- 
ciones un poco diferentes. 

Sea que la raíz buscada c de la ecuación f (x) = O es aislada en el 
segmento la, bl, sobre el cual f (x) tione la primera derivada monóto- 
na que conserva un signo determinante. Esta derivada es obligatoria- 
mente continua puesto que no puede tener puntos de discontinuidad 
de primera especie y la función monótona no tiene otros puntos de 
discontinuidad. 

Para precisar supongamos que la derivada no decrece y es positwa 
en el segmento la, b]. Demostremos que la sucesión iterativa {£n} 
(que tiene xy = b y Zp+, se determina mediante 2, empleando la 
fórmula recurrente (3.9), converge a la raíz e. 

Si para un número n resulta za = c, siendo c la raíz buscada, 
entonces f (zn) = f (c) = 0 y de la fórmula (3.9) obtenemos que 
Zn +1 = e. Siguiendo estos razonamientos demostramos quo Lambién 
Inda = Enpa == + e, o sea, en esto caso Ja sucesión iterativa 
{zn} converge a Ja raíz buscada e. 

Ahora demostremos por inducción que, si x, satisface las relacio. 
nes <p £b. tny, satisface las relaciones c < Enti S Tn S b. 

De aquí se desprenderá que todos los zn pertenecen al segmento 
le, bI (puesto que xy = b pertenece a este segmento), así como el 
hecho de que la sucesión {rn} es no creciente y, por tanto, conver- 
gente En virtud de la afirmación 4 del p. 4, la convergencia de la 
sucesión fx, ) y el hecho de que todos los elementos de ella pertene- 
cen al segmento [c. b] (y. por lo tanto, al segmento la, bl) culmina 
la demostración de Ja convergencia de esta sucesión a la raíz bms- 
cada e. 

Pues, queda por demostrar que si z, satisface las rolaciones 
e < tn < b, entonces z, 4, satisface las relaciones € < £n + En 

Sea € <T, Sb. Entonces, de la formula (3.9), teniendo en 
cuenta que f (e) = 0, obtenemos 


apa LLO 
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Aplicando a la expresión en el numerador de la última fracción la 
fórmula de Lagrange. obtenemos 
F (En! 
tn (ro) FE, 
donde c <En < rn. En virtud de que la derivada de la función 


1 (2) no decrece y es positiva, la fracción £ En os también positiva y 


no supera a la unidad, o sea, O < £n — Int S än — c Ô cesT 
CET 

OBSERVACION 2 Hemos considerado el caso cuando f’ (2) no decre- 
ce y es positiva en [a, b). Son posibles tres casos más: 1) f' (x) no 
decrece y es nogativa en (a, bl, 2) f' (x) no crece y es positiva en 
la, bl, 3) f' (z) no decrece y es negativa en la, b) 

En cada uno de estos casos, la argumentación del método de las 
tangentes se realiza do modo completamente análogo al caso ante- 
riormente considerado. Solamente señalemos que, en el caso 1), por 
aproximación nula hay quo tomar el valor z, == b, y en los casos 2) 
y 3), el valor xy = a. Esto asegura la pertenencia de todos los tér- 
minos de la sucesión iterativa fa) al segmento fa, b] y la conver- 
gencia de osta sucesión a la raíz ¢ buscada, 

OBSERVACIÓN 4 Estimemos la desviación de la n-ésima aproxima- 
ción de x, respecto del valor exacto de la raíz c (observando las su- 
posiciones enunciadas en esto punto). 

Aplicando la fórmula de Lagrange a la expresión f (xn) 
= f (£n) — Í (c), tendremos f (za) = (zn — 2) f' (En). De aquí ob- 
tenemos la siguiente estimación: 


Inec HEL, (843) 


donde m es valor mínimo de | f' (x) | en el segmento [a, b]. La fór- 
mula (3.13) permite estimar la desviación de z, respecto del valor 
exacto de la raíz c por medio del valor del módulo de la función 
dada y = f (z) en el punto Za. 

6. Argumentación del método de las cuerdas. Supongamos que 
la raíz buscada e de la ecuación f (x) = 0 es aislada en un segmento 
[a, b], sobre el cual la función f (z) tiene la primera derivada monótona 
que conserva su signo constante. Para la precisión tomemos «que esta 
derivada no decrece y es positiva on el segmento la, b]. Observemos 
que la ecuación 


2=P (2), donde P)=> UD, (844) 


tiene en el segmento la, b] una sola raíz ¢ coincidente con la raíz de 


*) Además, consideramos que F (b) =b. Hr Entonces la función 


F (z) será continua sobre todo el segmento [a, 5] 
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la ecuación f (z) = 0. Por eso, en vez de la ecuación f (z) = 0 resol- 
veremos la ecuación (3.14). Para esto, tomando 2, = a, construyamos 


la sucesión iteraliva A ta 
(b— zn! (Zn) 
"In > (6.45) 


Observemos que la fórmula recurrente (3.15) coincide exactamente 
con la fórmula recurrente (3.2). 

Demostremos que la sucesión {zn} converge a la raíz buscada c. 

Si para un número n se obtiene zp = c, siendo c la raíz buscada, 
entonces f (Zn) = f (c) = O y de la fórmula (3.15) obtenemos también 
Xn+1 =c. Siguiendo unos razonamientos análogos, demostremos 
sucesivamente que, también, Zn+a = Zn4s =... =C, O Sea, la 
sucesión iterativa {£n} convorge a la raíz buscada c. 

Demostremos ahora, por inducción, que si £p satisface las relacio- 
nes a < En <c, entonces xn+, satisface las relaciones a < 1, < 
Sira SE 

De aquí y de ze = a se desprenderá que todos los valores de zn 
pertenecen al segmento [a, c} (y, tanto más, el segmento la, bl) y 
que la sucesión {xn } es no decreciente (y, por tanto, os convergente). 

En virtud de la afirmación 1 del p. 4, esto culmina la demostra- 
ción de la sucesión iterativa (x,) a la raíz buscada c. 

Así pues, queda por demostrar que si z, satisface las relaciones 
a< Tn <c, entonces Zn +, satisface las relaciones zn < Lp+1 < Co 

Sea a < za <c. De la relación (3.15), teniendo en cuenta que 
f (e) = 0, obtenemos 


Ln =P (2) 


(b— zn) f (md Pm UU) (2) 
10) — 4 (n) ONH EA En) * 


a ia = — 
Aplicando la fórmula de Lagrange a la expresión entre corchetes, 


obtenemos ú 
E (b— zn) 1" En diaas A 
A O 


donde zn <En <c. c < E8 <b, así que En <Ez. En virtud del 
no decrecimiento y la positividad de la derivada /' (z), se puede 
escribir 0 <f (En) SF De aquí se desprende quo la fracción 
en el miembro derecho de (3.16) es positiva y, además, no supera la 
unidad (puesto que (b —0)f' (En) + (€ — tn) f (En) > [È — c) + 
+ (c — En)) f’ (En) = (b — Tn) f (En). Por tanto, 0< n+ — 

n LC — an, es docir, Zn < Zatı S C- 
OseEnvación 1. Hemos considerado el caso cuando f'(x) no decrece 
y es positiva en la, bl. Son posibles tres casos más: 1) f' (x) no crece 
y es negativa on la. bl, 2) f' (æ) no crece y es positiva en la, bl, 
3) f’ (x) no decrece y es negativa en la, b). 

Los últimos tres casos son análogos al anteriormente considerado. 
En el caso 1) la ecuación f (z) = O se sustituye, igual que anterior- 
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mente, por la ecuación (3.14) y por aproximación nula se toma xp = 
= a (además, la sucesión {zy} resulta también no decreciente). En 
los casos 2) y 3) la ecuación / (z) = O se sustituye no por la ecua- 
ción (3.14), sino por la ecuación 


x= F (x), 
donde 
CTO 


HOST] 


y por aproximación nula se toma el punto xy = b (además, la suce- 
sión {xa} resulta no creciente). 
onservacioN 2 Indiquomos que para el mótodo de las cuerdas es 
válida la misma estimación (3.13) de la desviación do +, respecto do 
la raíz c que para el método de las tangentes. 
OBSERVACION 3 En la práctica con frecuencia se usa el método 
combinado que consiste en la aplicación alternativa del método de 
las cuordas y del de las tangen- 
tes. Para mayor precisión, su- 
pongamos que J’ (z) no decrece v 
es positiva en el segmento la, b} 
(fig. 3.6). Determinemos s, por 
el método de las tangentes to- 
mando por aproximación nula ol 
punto ò. Después, determine- 
mos z, aplicando el método de 
las cuerdas, pero no al segmento 
la, bl. sino al segmento la, x,). 
Luego. determinemos z, por el 
método de las tangentes, partien- 
do del ya hallado z}, y z, por 
el método de las cuerdas apli- 
cándolo al segmento [z;, 74]. Dicho proceso se ilustra en la fig. 3.6. 
Las ventajas del método combinado consisten en lo siguiente: 
primero, ofrece una convergencia más rápida que el método de las 
cuerdas, y, segundo, puesto que las aproximaciones sucesivas X,+1 
Y Zn del método combinado aproximan la raíz por lados diferentes, 
entonces la diferencia | 7+, — 2, | da la estimación del error de 
este método. Si como valor aproximado de la raíz tomamos 2% == 
MEA 
z 


F (z)= 


Fig. 3.6 


la estimación del error es 


Ire] < -azl 
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$ 2. Métodos aproximados de cálculo de las integrales 
definidas 


1. Observaciones preliminares. Resolviendo una serie de proble- 
mas actuales físicos y técnicos nos encontramos con integrales defi- 
nidas do las funciones, cuyas primitivas no se expresan mediante fun- 
ciones elementales. Adomás, en las aplicaciones tenemos que operar 
con integrales definidas cuyas funciones subintegrales propias no son 


Fig. 3.7 Fig. 3.8 


elementales. Esto conduce a la necesidad de elaborar métodos apro- 
ximados para calcular las integrales definidas *). 

En este párrafo conoceremos los tres métodos aproximados más 
usados para calcular integrales definidas: el método de los rectángulos, 
el de los trapecios y el de las parábolas. 

La idea principal de estos métodos consiste en sustituir la fun- 
ción subintegral f (z) por otra más simplo, un polinomio que coincide 
con / (1) en algunos puntos, Para entender esta idea. consideremos, 


para valores pequeños de % la integral f 112) dz que es ol área del 


trapecio eurvilíneo que se encuentra por debajo de la gráfica de la 
función y = f (x) en el segmento [—h, hl (fig. 3.7). 


*) Observemos que Jos métodos aproximados se usan también con frecuencia 
para las integrales que se expresan mediante funciones vlementalos, 
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Sustituyamos la función f (z) por el polinomio de grado nulo, a 
k 
saber, por la constante f (0). Al mismo tiempo, la integral $ f (a) de 


se sustituye aproximadamente por el área del rectángulo rayado en la 
fig. 3.8. En adelante mostraremos que, con determinadas exigencias 
para f (x), el error cometido como resultado de esta sustitución es del 
orden de A%. Luego, sustituimos la función f (x) por un polinomio de 


Fig. 3.9 Fig. 3:40 


primer grado, a saber, por la función lineal y = kz + b coincidente 
f 
con f (z) en los puntos —h y h. Además, la integral f $ (a) de se 


h 
sustituye aproximadamente por el área del trapecio curvilineo rayado 
en la fig. 3.9. En adelante mostraremos que, con determinadas exi- 
gencias para f (x), el error cometido como resultado de esta sustitu- 
ción os también del orden de k*. En fin, sustituyamos la función 
f (æ) por un polinomio de segundo grado, o sea, por la parábola 
y = Ax? + Bz + C coincidente con f (z) en los puntos —h, O y h- 
h 


Al mismo tiempo. la integral $ f (x) de se sustituye aproximada- 


A 
mente por el área de la figura que se encuentra por debajo de la pará- 
bola y es rayada en la fig. 3.10. 

Más adelante mostraremos que, con determinadas exigencias 
para la función f (z), el error cometido en esta sustitución es del orden 
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b 
de k’, Si debemos calcular la integral $ fix) de por cualquier seg- 


mento [a, b], es lógico dividir este segmento en un número bastante 
grande de segmentos pequeños y para cada uno de estos segmentos 
hacer los razonamientos anterior- 
mente expuestos. De este modo, 
llegamos a los métodos de los 
rectángulos, los Lrapecios y las 
parábolas en forma general 
Una exposición más dotallada 
de cada uno de estos métodos se 
da más adelanto. Hagamos aquí 
una observación importante para 
el material posterior. 
OBSERVACIÓN. Sea la función 
jir) continuo en el segmento mept 
la, b) y sean £y, te, «2n algu- 
nos puntos del segmento la. bl. Entonces, en este segmento eriste un 
punto E tal que el promedio de EDHI Edt. Elm 


a 


es igual 


16. 

En efecto, denotemos mediante m y A las cotas exactas do la 
Iunción f (2) on el segmonto (a, b]. Entonces. para cualquier nú- 
mero A son válidas las desigualdades m < f (01) << M k = 1,2 +. 

, n). Sumando estas desigualdades por todos los números k == 
1 | n y dividiendo el resultado por n. obtenemos 


mg t thed ag, 


Puosto que la función continua toma cualquier valor intermedio 
comprendido entre m y Af, entonces, en el segmento la, b] existe un 
punto E tal que 


ERE (An 


2. Método de los rectángulos. Supongamos que se exige calcular 
la integral 


i 
¡ Ha) de (3.18) 


Dividamos el segmento lo, bl en » partes iguales empleando los pun- 
tos a = tg < Ty <.. < Xan = b. Mediante za, denotemos el 
punto medio del segmente Í Zanl (fig. 3.11). El método de los 


t-on? 
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rectángulos consiste en sustituir la integral (3.18) por la suma 
ha 


VEIA H al 


y 


¡le las áreas de los rectángulos con alturas iguales a f (rsr) y bases 
a 


iguales a tan -tane ¡estos rectángulos están ravados en 
la fig. 5.11), De este modo. es válida la fórmula 

t 

a ii x 

fide PET) A eH HA anD ER (810) 
donde H es término residual. La formula (3-49) se denomina fór- 
mula de los rectángulos. 

Demostremos que. si en el segmento la, bl la función f (4) tiene 

la segunda derivada continua, en este segmento existe un punto y 
tal que el término residual X? en la fórmula (3.19) es igual a 


R- LE e 


(3.20) 


14 
Con este fin, estimemos primeramente faz. teniendo en 


-h 
cuenta que en el segmento ¡—hs +h la función f(a) tene la 
segunda derivada continua. 

Para hacerlo, integromos dos veces por partes cada una de las 
dos integrales ¡Aguicules: 


h fre d (r+ ltda, Ta $ ro raras 
A 
Para da primera de éstas, obtenemos 


o 
> Gra (ayr +h)? dz =- (a+ hË f a) ,- 


5) 
v 


Mmm dp Or NE, 


Sh 
0 


a 
2 | F@dz $ (0) h2—24(0) +2 | reaz. 
N ES 
Para la segunda integral obtenemos de un modo completamente 
análogo 


=: —f (0) 12—2-[(0)1+ 24 H(=) dx. 
u 
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La semisuma de las expresiones obtenidas para 7, e Z, conduce a 
la siguiente fórmula: 


fria 2100) 4 A, (3.24) 
A 


h+, 
z 


Estimemos Ja magnitud + aplicando la fórmula del 


valor medio a las integrales 1, e Jẹ y tomando en consideración la 
so negatividad de las funciones (x + A)? y (2 — A)". Obtenomos la 
existencia del punto E, en el segmento [—h, 0) y del punto Es on el 
segmento [0. hl tales que 


0 h 
Agte + [9 r+nrdr+ 1D (2) (2— h)? dx = 
» è 


. Ñ 
SFR | taco | aardr 
h 


JORA Y ALETA 


En virtud de Ja observación al final del p. 1, on el segmento |—h+ 
|h} existe un punto y tal que 


JE) 1190 EJ 
z 


[9 


(Mn). 


Por eso, para Ja semisuma ZH obtenemos la siguiente 
expresión: 
htl, he 
== M: 


Poniendo esta expresión en ( .21), obtenemos que 
N 
1d 21014+H, (3.22) 
A 


donde 
RJ (MRP (—-h<n<m) (3.23) 


Puesto que la magnitud 2f (0)-k es el área del rectángulo rayado 
en la fig. 3.8, las fórmulas (3.22) y (3.23) demuestran gue el error, 
k 


cometido cuando sustituimos $ { (2) dz por dicha área, es del orden 
s 


de h’. 
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De este modo, la fòrmula f uy de 24:40) h es tanto más exacta 


E 
» 


cuanto menos sea h. Por eso. para caleular la integral $ Predios 


Jógico representar ésta en forma de la suma de un número bastante 
grande / de integralos 
Sen 
[roars Laa i $ Ho dr 


y aplicar la fórmula (3.22) cada sna de dichas integrales. Además, 
tomando en consideración que Ja longitud del segmonto [rsa Terl 
- obtenemos la fórmula de los rectángulos (3.19), 


es igual a 2 


en Ja enal 


ai a di 

R hti. a R A NA 
a ODA id A aa 
ET n An 


(Mié u siyal b. Hemos empleado la formula 63,47) paru la tin- 


ción j 


(2). 
Método de los trapecios. Ses que, igual que antes, se exige 
calcular la integral 


r 
frena (4.18) 


Dividamos el segmento la. Mi on n aak na ompleando Los 
POOR (e tg “Zt ho da 2). El método 
de los trapecios consiste en sustituir la aaa de 18) por la suma 
A (H H t A d HIF (En-a) + f (En) =- 


HAOS Ha) 


er 
de las áreas de los trapecios con bases iguales, respectivamente 


a f(y) y f (2) y alturas iguales a zp — 3ra- = (estos tra- 


pecios están rayados en la fig. 3.12). 
De este modo, es válida Ja fórmula 


y 
O) 


hs 


» 
a EST 
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londe A es término residual, La fórmula (3.24) se denomina fórmula 
de los trapecios. 

Demostremos que si la función f (2) tiene la segunda derivada 
continua en el segmento la, b). en este segmento existe un pnuto y 
ta) que el término residual R en 
la fórmula (3.24) toma la forma 


R=—L 2 10 (m). (3.25) 
En primer lugar, estimemos 
+h 


la integral È f(2) dz, teniendo 
A 
en cuenta que la función f(2) 
liene la segunda derivada con- 
tinua en el segmento | —h, + hl. Fig. 3.12 
aa 
Integrando dos veces la integral foco (22—h8) dz por par- 


EJ 
tes, obtenemos 


M 
(o ethe dz wat 
r 


se 
pirdia a)i 2 $ ode 


+ 
—-2 


h 


= — 2y — + HH hht 


Eu virtud de (3.26). llegamos a la fórmula 
à 
[14 LENEN han, (3.27) 
EN 
donde 
CAS (3.28) 


Dado que la magnitud LEERLO 2) es el ácoa del trapecio 


rayado en la fig. 39, las fórmulas ( 


que el error cometido a consecuen 
7 


$ 1(2) dz por dicha área, es del orden de k. 
a 


27) y (8.28) demuestran 
de la sustitución de 
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è 
Para calcular Ja integral | 7de, igual que on el método 
de los rectángulos, represemtemos esta integral on forma de la 


suma de un número bastante grande » de integrales 


Urna [a +. =- í Fx) dz. 


Aplicando Jas formulas (3.27) y (3.28) a cada una de estas integrales, 
logamos a Ja fórmula de los trapecios (3.24) con la expresión para el 
término residual (5.25). 


Sá 


ES 
IA ~ 


Fig. 343 


4. Método de las parábolas. Para calcular la integral 

» 

f Huy dr (3.18) 
volvamos a dividir el segmento la. bl en n partos iguales, empleando 
los puntos a = zo < ts <... <Yan -by medianto zax- deno- 
temos el punto medio del nento [za xan]. El método de las 
parábolas consiste en sustituir la integral (3.18) por la suma 


ba 


IAS 
HINE + + (Eana) +44 (anal + f (22) 1) = 


i an 
+ 10423 106 09+4Y Frad} 
pan 


tt 


de áreas de las figuras rayadas on la fig. 3.13 que son Lrapecios cur- 
vilíneos situados por debajo de las parábolus que pasan por tres 
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puntos de la gráfica de la fun 
taa Y Lando 
De esto modo, os válida la Fórmula 


ión f (2) que tienen las abscisas Tam. 


a ai 
rayar A [no eat 


hos 


+4) 1am]+R, € 


ps 


29) 


donde A es el término residual. La fórmula € 
mula de las parábolas o jórmula de Simpson. 

Demostremos que si Ja funeión f (2) tiene la cuarta derivada con- 
Unua en el segmento la, b]. en este segmento existo un punto y tal 
que el término residual R en la formula (3.29) es igual a 


'9) se denomina fór- 


no — YA par). 


a 0) 
za 

Con este fin, estimemos primero $ 1(2) de, teniendo en cuenta 
% 


que en el segmento |—h. +h) la función f(x) tiene la cuarta 
derivada continua 


Integremos cuatro vecos por partes cada una de las dos integrales 
siguientes: 


OS ma a) de 


î poi) —hy (z+ 


» pel ejomplo 2 (p. 4, § 2, cap: 2, tame 21 se desprende que la expre 
U (aaka + iron (toman 
b h — Zoh- 
= 5 


que pasa por tres puntos de la gráfica de la función fiz) con lus abscisas 
Zykon Zaha Y Zare 


en comsidoración que 


es el area que se encuentra por debajo de la parábola 
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Para la primera integral obtonemos 


n 


y roca) dr [oe 2-4), 


{m [3e em (+ +) +1], + 
ora [tm (2) +e], 


o 
[oro (+2) 3, ŁA | 1(a)d2= 
2 
00) A HAN (0) 18h M C h) 424 (014 
a 


+24 $ Hae)de. (3.31) 
h 


Para Ja, obtenemos de una manera complotamente análoga 


La IO Af (0) 2 SH A) + 2A (014244 4 (a) de 


3 


Al sumar las relaciones (3.41) y (3.32), obtenomos la siguiente 
igualdad: 


th 


| Mraz LEONA py dile, (8.33) 
E 


Pora estimar 2442. apliquemos la fórmula del valor medio a las 
z) 


integrales 7, e fp teniendo en cuenta que las funciones 
(a+ hy (+) y (hy (++) son no positivas en los 


segmentos |—h, 0] y 10, +4], respectivamente. 
Obtenemos la existencia de un punto $ en el segmento 
(—h, 0] y de un punto E, en el segmento [0, +A] tales que 


A [ee $ ero (+) ar+ 


hb JO EA ES 
$ z 


p 
4196) | Gay (243) 22] 
3 
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Empleando de nuevo la observación al final del p. 1, obtene- 
mos que en el segmento [—%, +A) existe un punto y tal que 


=> (034 


De (3.33) y (3.34) ohtenemos, definitivamente, 


» 
f 1(2) da ADA (3.35) 

donde i Í 
F= — 10 (nm). (8.36) 


Dado que Ja magnitud LEREM ah es el área de la 


figura que se encuentra por debajo de la parábola y es rayada 
en la fig. 3.10, las fórmulas (3.35) y (3.36) demuestran quo el 
» 


errar, cometido al sustituir f f(x)dx por dicha árca, es de) orden 
a 
do i 
» 
Para calcular la integra! | /(2) dz, igual que en los métodos 


de los rectángulos y de los trapecios, representemos esta integral 
en forma de Ja suma de n integrales 


Trwa} Hadr+...+ F Ha) dz. 


Aplicando las fórmulas (3.35) y (5.36) a cada una de estas intograles, 
llegamos a la fórmula de Simpson (3.29) con la expresión del término 
residual (3.30). 

Comparando el término residual (3.30) con los términos residuales 
(2.20) y (3.25), nos convencemos de que la fórmula de Simpson da 
mayor exactitud que las fórmulas de los rectángulos y de los tra- 
pecios. 

Para ilustrar la aplicación de la fórmula de Simpson, vamos 
a calcular la integral / (xp) = $ e-** dz* limitándonos, para que sea 

3 


+1 La integral considerada no se expresa mediante las funciones elementoles. 
Esta integral se use ampliamente en la física estadística, en la teoría de la 
comductibilidad calorífica y de ls difusión. 
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más simple, a los es to del segmento 0Z2<1. Tomando 
f(2) =e7% y calculando la derivada f® (o) - 4(40—1212+3)e=%. 
nos convencemos fácilmente de que para todos los z del segmonto 
O<<mszt, en todo caso, |/©(z)] 220. Partiendo de la est 
1 
Tn + 
al dividir el segmento [0, xof sólo en cinco partes iguales y al 
sustituir la integral considerada por la suma del miembro derecho 
de la fórmula de Simpson, calculamos esta integral con exactitud 


1 
MAGA 0000 * 

5. Observaciones finales. Cada uno de los métodos, expuestos en 
el presente capítulo para calcular raices de la cenación y las mtegra- 
les dofinidas contiene un algoritmo bien formulado para realizar los 
cálculos, Otra particularidad de Jos métodos expuestos es la triviali- 
dad de las operaciones de cálculo que deben efectuarse en cada paso 
separado. Las dos particularidades aseguran cl amplio uso de los 
métodos expuestos para realizar cálculos con los ordenadores moder- 
nos de acción rápida. 

Anteriormente, para calcular aproximadamente la integral (1.181 
de la función f (7), dividimos el segmento Sundamental fa, bl en un 
número bastante grande n de segmentos parciales iguales de una 
misma longitud /, sustituyendo posteriormente la función / (x) por 
un polinomio de grado uulo, primero o segundo, respectivamente, en 
todo segmento parcial. 

E) error que aparece en este método de ningún modo toma 
en consideración las propiedades individuales de la función 
f (a). Por eso, lógicamente, surge la idea de variar Jos puntos del 
segmento fundamental la, b) y para toda función fijada f (r) elegir 
una partición óptima del segmento fundamental la, b] en n segmentos 
parciales, no ignales, hablando en general, uno a otro, tal que aso- 
gure Jà magnitud mínima del error de la fórmula aproximada dada. 

En el Complemento del cap. 5 nos detendremos en la realización 
de dicha idea perteneciente a A- N. Tíjonoy y S, S. Gaysarián. 


mación (3.30), podemos afirmar que |R] ~ Por lo tanto, 


de hasta 


Capítulo 4 
TEORÍA DE LAS SERIES NUMERICAS 


Ya en ol curso elemental nos encontramos con sumas que compren- 
den un número infinito de sumandos (por ejemplo, con la suma do 
un número infinito de elementos de la progresión geométrica). Estas 
sumas, Hamadas series, se examinan en el presente capítulo. Estable- 
coremos que en algunas condiciones las series poseen propiedades 
análogas a las de las sumas finitas, 


plo de serie numérica 


1. La serie y sus sumas parciales. Series convergentes y divergentes. 
Consideremos una sucesión numérica infinita l, Ues >>> Us > + 
y cow los elementos de esta sucesión compongamos formalmonto la 
expresión ile la forma 


A LI Un (4.4) 


Me 


La expresión (4.1) suele Hamarse serie numérica o simplomente serte, 
Los elementos uy, de los que está formada la expresión (4.1), suelen 
lMamarse términos de la serie. Como regla, para designar la sorie utili 
ramos el símbolo de suma. 

La suma de los n primeros términos de una serie dada se denominará 
n-ésima suma parcial de la serie dada y se denolará con el símbolo Sy 


Asi, SaSu dud -e bun =Ñ up La serie (4.1) se deno- 


£ 
mina convergente sı converge la sucesión (Sn) de las sumas parciales 
de esla serie. Además, el limite S de la sucesión de las sumas parciales 
{Sn} se denomina suma de la serie dada. De este modo, podemos eseri- 
bir formalmente la igualdad de la serie convergente que liene la suma S 


Ur. 


Si lím Sa no existe, la serie se denomina divergente. 
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Subrayemios que el concepto de suma se define solamente para 
la serie convergente. y, a diferencia del concepto de suma finita. 
se introduce por medio del paso límite *). 

Observemos que la consideración de series numóricas os u 
nueva forma de estudiar sucesiones numéricas, puesto que: 1) a toda 
serio dada le corresponde univocamente la sucesión de sus sumas 
parciales, 2) a toda sucesión dada (S,) lo corresponde univocamente 
una serie, para la cnal esta sucesión es la de sus sumas parciales 
(baste tomar los términos de la sorie iguales a u, = Sa — Sron 
para k>1 y u = Si). 

Uno de los problemas fundamentales de la teoría de series numé- 
ricas es establecer los criterios, según los cuales se pueda resolver el 


problema de convergencia o divergencia de la serie dada. 
FJEMPIOS DE SERIES NUMBRIGAS. 


Examinomos la convergencia de la serie 


X yA (42) 
K 

n de sus sumas parciales S,- 1, 
0, ... no tiene límito, la serio (4.2) 


1411... 


Debido n que la sucesi 
S¿=0, Sens d. San 
divergo. 


2. Consideremos la serie compuesta por elementos de la pro- 
gresión geométbrica: 


a to D ai 14.3) 
La n-ésima suma parcial S, de esta serie tiene, para q t. la 
forma 
1 aer, a e 
q lg iq” 


Sig... +" (4.4) 


Evidentemente, cuando |g] <4, la sucesión de las sumas par- 
1 


ciales 5, converge y tiene un límite igual a 


7 De este modo, 


cuando [gl <4 la serie considerada converge y tiene una suma 


igual a. 
14 
Para | q | >41, de la igualdad (4.4) es obvio que la sucesión S, 
(y, por tanto, la serie considerada) diverge. Si | y | = 1, se ve inme- 


diatamento la divergencia de la serie (4.3). En efecto, cuando q — 
= +1 y Sn — n, la divergencia de la sucesión S, es evidente, 


permite sumar, en sontidos generali 
Complemento 3 del presento capitulo). 
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mientras que para q = —1 la serie (4.3) se transforma en la serie 
(4. 2), anteriormente examinada. 
3 Sea z cualquier número fijado. Demostremos que la sorio 


-3i 65 
í 


converge y tiene la suma igual a 2* 
En el p. 2 del $ 5 (cap. 8, tomo 1) hemos desarrollado la función 
2” por la fórmula de Maclaurin 
nn 
Si + 


an 


taa + Ra (2), 14.6) 


=i] j 
donde 


Ra (a) Shet (0<0< 1) (4.7) 
De las fórmulas (4.6) y (4.7) obteuemos 


pa p 


za Let 
Iba e o Y ad [sr sai, dd 


Denotando mediante S, la n-ésima suma parcial de la serie (4.5), 
podemos escribir la desigualdad (4.8) en la forma 

LEA k 
TR 


IS. emi, (49) 


Pue-to que para cualquier z fijo 


lím r= 0**) 


en 
el segundo miembro de la desigualdad (4.9) es elemento de una suce- 
sión infinitesimal. Pero esto significa que la sucesión {Sn} converge 


al namero Po POF TO lama. da arte VA 5) Cambión colvone y HENGA 
suma e 


4. Do modo análogo. empleando Ja fórmula de Maclaurin para 
las funciones son æ y cos 7 se puede demostrar que las serios 


(— AJA 12h 


e 


A F 5 (a 


=> 
k= 


*j Mediante el símbolo 0! hemos denotado el número 1. 
++) Véase el ejemplo 3 (p 3, $ 3. cap. 3. tomo 1} 
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convergen para cualquier valor fijo de z y tienen unas sumas igi 
a sen y cos z, respectivamente. (Dejamos a cargo del lector convon- 
cerse de esto) 

2. Criterio de Cauchy de convergencia de una scrie. Dado que, 
por definición. la cuestión sobre la convergencia de una serie es 
equivalente a Ja cuestión sobre la convergencia de sus sumas parcia- 
les, la condición necesaria y suliciente de cowvergencia de la serte 
dada se obtiene al enunciar el enserio de convergencia de Cauchy pa- 
ra la sucesión de sus sumas parciales, Vara mayor comodidad, aduz- 
camos la formulación del criterio de Cauchy para la sucesión. Para 
que la sucesión {Sn} sea convergente, es necesario y suficiente que para 
cualquier número positiro + exista un número N tal que para todos los 
números n que satisfacen la condición n z> N y para lodos los p natur 


lesap 1,23.) 
US nto — 
Como corolario de esta afirmas 


fundamental, 
Teorema4.1 (criterio de Cauchy para la serie). Para que la serie 


emos el siguiente teorema 


Su, converja es necesario y suficiente que para cualquier número 
a 
positivo + exista nu número N tal que para todos los números n que xa 


tisfacen la condición n>N y pora todos los números naturales p 


Y us. (4-10) 


kant 1 


Para demostrar este teorema es suficiente que la magnitud bajo el 
signo del módulo en Ja desigualdad (4.10) sea igual a la diferencia 
de las sumas parciales Say — Sn. Hemos de subrayar que, en 
esencia. el criterio de convergencia de Ganchy es de interés teórico. 
Como regla, su empleo para establecer Ja convergencia o la divergen- 
cia de unas u otras series concretas tiene dificultades. Por eso, ade- 
más del criterio de Cauchy no hay que establecer otros criterios 
eficaces de convergencia y divergencia de las series. 

Del teorema 4.1 es fácil extraer dos corolarios elemental 
importantes. 


es, pero 


Corolario 1. Si la serie Y u, converge, la sucesión Fy= 
Ñ 


= Di ou es infinitesimal. 
ns 


La magnitud r, suele llamarse n-ésimo resto de la serie Y ur 
& 


Para demostrar el corolario 1, es suficiente demostrar que para cual- 
quier e > 0 existe un número N tal que |r, | < e cuando n >2 
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La última desigualdad se desprende inmediatamente de la desigual- 
dad (4.10), válida para cualquier p = f, 2,3, . . -. y del teorema 3.13, 
6.33 

Corolario 2 (condición necesaria de convergencia de una se- 


rie). Para la convergencia de la serie 2 up es necesario que la 
Z 

sucesión Uy us May -=. de los términos de esta serie sea 

infinitesimal. 

Basta demostrar que para cualquier e >Ü y para la serie con- 
vergente dada existe un número Nọ tal que, cuando n > No, 
[tin | <e. Sea dado cualquier e > 0. Según el teorema 4.1, oxiste 
un número N tal que para 1 > NY y para cualquier p natural se 
cumple la desigualdad (4.10). Én particular, para p — 1 esta desi- 
gualdod adquiere la forma 


(4,44) 


t 4, entonces, 
, obtenemos | u, | < 


Punt le 


Si ahora hacemos el número Ny 
para n 3> Ny, en virtud de la des 
«ce, do que era necesario demostrar. 

En otras palabras, el corolario 2 puede enunciarse del modo 


siguiente; para la convergencia de la serie Y! u, es necesario que 
m 


lim u, =0. De esto modo, cwando investigamos la serie dada en 
kean 


ianto a la convorgencia debemos, ante Lodo. ver si tiende a cero el 
-ósimo término do esta serie cuando Æ — œ. Si no es así. la serie, 
sin duda, diverge. Asf, por ejemplo, la serie 


> w 
2 eF 


a ciencia cierta diverge, puesto que 


P 13d $ 
im ae lm ag y O 


e S k-i 
De manera análoga, la divergencia de Ja serie $) (— 4) , ante- 
2 


riormente examinada, se desprende de que lím (—1)* no existe. 
ama 


Sin embargo, subrayemos que la tendencia a cero del /-ésimo tér- 
mino de la serie, para k — 00, es solamente condición necesaria, pero 
no suficiente para la convergencia de la serie. 
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A título de ejemplo consideramos la serie 
S Lat... (4:12) 
= 


Esta serie suele Namarse serie armónica. Es evidente que pura la 
serie armónica se cumple la condición necesaria de convergencia, 


e 1 a 
puesto que lim == 0. Sin embargo, demostremos que esta serie 


kea K 
diverge. Empleemos el criterio de Cauchy. Demostremos que para 
el número positivo e -= 1/2 no existe un numero N tal que para n > N 
y cualquier p natural 


mr 


(4.13) 


pen hanyt 


(Hemos tomado en consideración que en la última suma hav s su- 
mandos y el mínimo entre ellos es igual o 1-27.) 

Así. pues, la desigualdad (4.13) no se cumplo, por más grande que 
sea el número Y. En virtud del criterio de Cauchy, la serie (4.12) 
diverge 

3. Dos propiedades relacionadas con la convergencia de una serie. 

14°. La eliminación de un número finito de términos de la serie (o la 
adición de un número finito de términos a la serte) no influye en la 
convergencia ni en la divergencia de esta serie. 

Para cerciorarse de esto, es suficiente observar que después de 
eliminar (o adicionar) términos, todas las sumas parciales de esta 
serie, partiendo de un número. varían en una misma constaute, 

9% “Si c es una constante diferente de cero, ui=cup, la serie 
D ux converge si, y sólo si, converge la serie Y) up. 


f; 

Sı denotamos las n-ésimas sumas parciales de las series considera- 

das mediante Sí y Sn. respectivamente, entonces, es obvio que 

S, =25,. De la última igualdad se desprende que Jim S$% evis- 
nmo 

te si, y sólo si, existe lím S, 
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$ 2. Series con términos positivos 


1. Condición necesaria y suficiente de convergencia de una serie 
con términos positivos. En el presente párrafo consideraremos las 
series cuyos términos no son negativos. Siguiendo la tradición estable- 
ciuda, las donominaremos series con lérminos positivos (auuque sea más. 
correcto usar el término eseries con términos no negativos»). Las 
series. cuyos términos son estrictamente mayores que cero, se deno- 
minacán series con términos estrictamente positivos. 

Por sí mismas, las sories con términos positivos se encuentran 
frocuencia en aplicaciones. Además, su estudio preliminar fac 
el estudio de las series con términos de cualquier signo. A continua- 
ción, para subrayar que se trata de una serie con términos positivos, 
dexolaremos con frecuencia los térmivos de esta serie con el símbolo 
px On vez de Uy 

A Ja vez. podemos señalar la propiedad característica fundamon- 
tal de la serie con lórminos positivos: la sucesión de las sumas parcia- 
les de esta serie es no decreciente. 

Esto permite demostrar la siguente afirmación. 

Teorema 4.2. Para que la serie con términos posilivos converja, es 
necesario y sujiciente que la sucesión de las sumas parciales de esta 
serie sea acotada. 

La neresidad se debe a que loda sucesión convergente es acotada 
den virtud del teorema 3,8, LD. 

La suficiencia so desprende de que Ja sucesión de las sumas par- 
ales no decrece y, por tanto, para la convergencia de esta sucesión 
es suficiente que sen acotada (on virtud del teorema 3.15, L 1). 

2. Criterios de comparación. Aqni estableccremos algunos 
criterios que permitirán sacar la conclusión sobre la convergencia 
10 Ja divergencia) de la serie considerada comparándola con otra 
serie cuya convergencia (o duwergencia) se conoce de antemano, 


Teorema 4.3. Sean $ Pay S pi dos series con lérminos positi- 
arta 


vos. Sew, luego, que para todos los números k es viluda la desigualdad 

Pro Ph (4.14) 

Entonces, la convergencia de la serie Ñ) ph trae consigo la convergencia 
a 


de la serie Y py y la divergencia de la serie Y. py trae consigo la di- 
PA A 


vergencia de la serie Y) ph 
as 
pemostracion Denotomos las Jn-ésimas sumas parciales de las 


ños E nice AR neta Ss y Bio rspectizamenios, De Ta 
5 A 


s-e 
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desigualdad (414) deducimos que Sa < Sh. La última desigualdad 
significa que la acotación de Ja sucesión de las sumas parciales 
£S;, y provoca la acotación de la sucesión de las sumas parciales 
(81) y. viceversa, la no acotación de la sucesión de Jas sumas parcia- 
les £S,) produce la no acotación de la sucesión de las sumas par- 
ciales {S4} En virtud del teorema 4.2, el teorema 4.3 queda demos- 
trado. 

owservacióx © En la condi del teorema 4.3 so puede exigir 
que la desigualdad (4.14) se cumpla no para todos los números k, 
ino solamente a partir de cierto número k. En efecto, en virtud del 
p. 3 del $ 1, la eliminación de un número finito de términos no in- 
fluye on la convergencia de la sorie. 
OBSERVACION 2. El teorema 4.') sigue siendo válido si en la condición 
de este teorema la desigualdad (4.14) se sustituye por la siguiente des- 
igualdad 


Pr Cpa (4,15) 
donde e es cualquier constante positiva. En efecto, conforme al p. A 


dol $ 1. Ja convergencia de la serie Y p'k os equivalente a la con- 
ña 


vergencia de la serie Y (eph). Ademas. se puede exigir que la 


nte partiendo de uu número 


desigualdad (4.15) se cumpla sola 
bastanto grande $- 


Y pa es una serte con tórmi- 
pS 


Corolario del teorema 4.3. 


nos positivos, Y) ph, una serie con términos estrictamente post- 
= 
tivos, y existe el limite finito entonces la 
. han: Ph 


¿convergencia de la serie Y) p conlleva la convergencia de la serie 
ar kei 


Ù pa y la divergencia de la serie $) Px produce divergencia de la 


serie ho 
DEMOSTRACION. Dado que lím 2£=L, según la definición del 


kax Ph 
límite, para 2>0 existe un número X tal que para kN 


: Les SL. 
1 E +e- 
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Por tanto, cuando k > N, es válida la desigualdad pa < (L + £) ph 
La última desigualdad coincide con la desigualdad (4.15) para e 

L + e. En virtud do Ja observación 2 del teorema 4.3, el cor 
rio queda demostrado. 


Teorema 4.4. Sean Y, p, y Y pi dos sertes con términos 
a 
estrictamente positivos. Sea también que para todos los números k 
es válida la desigualdad 


Pra gPa 4.48 
WE" x” (4.10) 


Enlonces, la convergencia de la serie Y, 
iz 


pi conduce a la conver- 


gencia de la serie Y) pa y la divergencia de la serie Y p, con- 
& a 


duce na la divergencia de la serie Y ph. 
m 


UVMOSTRAGION. lòseribamos la 


igualdad” (4.16) para le 
1,2... n— f. dondo a 


moro “cualquiera: Tendremos, 


Mnltiplicando término a término todas las desigualdades escritas 
obtenemos 


Pa g 
ASR 


o bien pa < Pra 

Dado que en la última desigualdad la magnitud c= p,p, es cons- 
tante, positiva e independiente del númeron, conforme a la observación 
2 del teorema 4.3, el teorema 44 queda demostrado. 

OBSERVACION 3. Se puede exigie que la desigualdad (4.15) del 
teorema 4.4 no se cumpla para todos los números k, sino a partir del 
ntmero k (pues la eliminación de un número finito de primeros 
términos no influye en la convergencia do la serie) 

Los dos teoremas demostrados en el presente punto se denominan 
teoremas de comparación o criterios de comparación 

Aduzcamos los ejemplos de aplicación de los criterios de compa- 
ración 
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1. Investiguemos la convorgencia de la serie 


p e TE 

Y yr» donde b>0. 

en 
simo término de la serio considerada no tiende a coro 
cenando k— oo. Por lo tanto, se ringe la condición necesar 
convergencia de la serie y la serie diverge. Si D> 1, ento 
puesto que para cualquier número / es válida la desigualdad 

1 E 

FG CS 


Si bs d, el 


E P ai 
y la serie J) qy converge, el teorema 4.3 ale comparación per- 
M 
mite afirmar que la serie considerada es 
2. Investiguemos en cuanto a la converge 
Ja siguiente serie: 


vergente. 
cia, para todo 2 1 


Şa 4 
Dario ir (Am 
ren 


Esta serio se denomina con [recuencia serie armónica generalizada 


Dobido a que, cuando  < 1, para cualquier número A es válida la 


desigualdad 
+>+ 

y la serie armónica J) E diverge %, el Leorema de comparación 

4.8 permite afirmar que la: sorío (4.47);o% dlivergento para cunlquicr 


agi. 

3. Criterios de d'Alembert y de Cauchy. Kotre los criterios de 
comparación hay dos muy usados, de convergencia de las sertes con 
términos positivos, el de d'Alembert y el de Cauchy. Los criterios de 
d'Alembert y de Cauchy se basan en la comparación de la sorie con- 
sidorada con una serie compuesla de términos de la progresión goo- 


métrica, a saber, con la serie convergente 
¿e APA PE ls (4.18) 

ocn IE TENS 
tri “o (4.149) 


gencia de la serio armónica se estableco on el p. 2 del $ t. 
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Teorema 4.5 (criterio de d'Alembert)*). 1. Si para todos los 
números k, 0, por lo menos, partiendo de un número k, es válida la 
(4020) 


n 
desigualdad 


© py converge (duerge). 
(4.21) 


la serie Y 

i 

MH. Si existe el limite 

Iim Pts... 

kao Ph 

la serie X) py converge cuando L<1 y diverge cuando L >A 

ÈL teorema JE suele Hamarse criterio de d'Alembert en forma li~ 
En esta forma se usa con la mayor frecuencia. 

h be 


A 
Cousidoromos los teoremas I y TE por separado. 


teorema I pongamos ph = q" iph = 
1}. y podemos es- 


<L+ 


Le Ln < 
Ph 
1 — y hace las voces de q en el teorema L 


mite. E 
DI MOSYRACION 
1) Para demostrar el 
Entonces 22 =q, donde q1, (ZH 

Ph Ph 
eribir Ja designaldad (4.20) en la forma 
E ma phts 14.90 
a EL (La > 2a y: 14.22) 
Vado que la serie Y pá que coincide con la serie (4.48) (14.19) 
A 
converge (diverge). la desigualdad (4.22), basándose on el teore- 
ma de comparación 4.4. garantiza la convergencia (divergencia) 
de la serie Y) py El teorema E queda demostrado. 
Ei 
2) Demostremos ahora el teorema 11. Si 4 <1, existe un núme: 
positivo y tal que L-1 Ze y L 5 2 1— e Según la defin 
ción del límite de una sucesión, para dicho e existe un número 
-e (023) 
La 


tal que para k > N 


mático y filúsofo francés (17 


Ll número L be 
serie converge. 
ron d'Alembert 
+=) Además, se supone, naturalmente, que todos los miembros de la 
de cierto número! son estrictamente positivos, 


Jacques Len 


Ph (por la menes, part 
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| existe un número positico e tal que L=1 + ey 
+ En este caso, basándose en la desigualdad izquierda de 
obtenemos 
Ha >Les (para k z> N). 

La serie diverge de acuerdo con el teorema 1. El teorema 4-5 quoda 
completamente demostrado. 

(IBSERVACIONES AL TEOREMA 45 1) Prestemos la atención a que 
on el teorema 4.5 (I) no se puede sustituir la desigualdad 


H g-71 (para todos los k, partiendo de cierto k) por 
Phs 
a ci. 


ùn efecto, conforme a lo demostrado anteriormente, la serio ar- 


mónica (4,12) diverge, pero para esla serio se tiene een a 
«<< 1 (para todos los números k). 

2) Si en las condiciones del teorema (4.5) (11) L = 4, no se puede 
deere nada concreto sobre la convergencia de la serie (0 sou, para 
L 1 el criterio do d'Alembert «no funcional»). En efecto, para 


la serie armónica (4.12) L i más como sabemos, esta serie 
diverge., Al mismo 


mpo, para la sori 


+ (420 
kmt 
también Z 1. poro. como se mosteará en el punto siguiente, esta 
serie converge. 

Teorema 4.6 (criterio de Cauchy). 1. St para todos los números h, 
o, por lo menos, partiendo de un número k, es válida la desigualdad 


Von <tr>!) (4.25) 


la serie Y) Pa converge (diverge). 
a 


Jl. Si existe el límite 


jim V 


(4.26) 


la serte 3 Pr converge cuando L <1 y diverge cuando L >> 


El teorema II suele llamarse criterso de Cauchy en el límite. 

DEMOSTRACION. Consideremos los teoremas 1 y JI por separado. 
1) Para demostrar el teorema I adoptemos ph = q" (ph = 1). Enton- 
cos, de la dosigualdad (4.25) obtenemos 


Pa <ph (P > pa) (4.27) 
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Como la serie Y) rh que coincide con la serie (4.48) ((4-19)) converge 


a 
(diverge), a base del teorema de comparación 4.3, la desigualdad 


(4-27) garantiza la convergencia (divergencia) de la serie 2 Pr El 
1] 
teorema 4.6 (1) queda demostrado 
2) Para demostrar el teorema (4.6) (II) es necesario ropotir lite- 
ral mente el esquema de demostración de) teorema 4.5 (17), sustitnyon- 


do en todos los razonamientos por Ha. Y Pr 


El teorema 4.8 queda completamente demostrado. 

OBSERVACIONES AL TEOREMA 40 1) Al igual que en el teorema ante- 
rim, on ol 4.6 (1) no se puedo sustituir la desigualdad Y < y <1 
por Y pr <1. 

2 Si L = 1, el criterio de Cauchy en forma Jímite «no funciona». 
Podemos referirnos a dos ejemplos mencionados en la observación 
correspondiente del criterio de d'Alembert. 

3) Surge la pregunta: cenál de los dos criterios, de d'Alembort o 
de anchy, es el más fuorte? Analicemos esta cuestión respocto a los 
criterios de d'Alombert y de Canchy tomados en forma límite. Se 
puede demostrar que de la existencia del límite (4.21) se desprende 
la existencia del limite (4.26) y la igualdad de estos límites. (La domos- 
tración se da en el complemento f del presonte capítulo). La afir- 
iación inversa es inválida En efecto, es fácil cerciorarse de que 
para la serie 


(4.28) 


el límite (4.26) existe y es igual a 1/2, mientras que of limite (4.21) 
no existe en absoluto. De este modo, el criterio de Cauchy es más 
fuerte que el de d'Alembert, puesto que cada voz que funciona el 
criterio de d'Alembert, funciona también el de Cauchy y, al mismo 
tiempo. existen series (por ejemplo, la serie (4.28), para las cuales 
Funciona el criterio de Cauchy y no funciona el de d'Alombert. A pe- 
sar de esto, en la práctica, el criterio de d'Alembert se usa con mayor 
frecuencia que el de Cauchy. 
psemeros 4) Investiguemos la serie 


5 wD: (4.29) 
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en cuanto a la convergencia. Apliguemos el criterio de d'Alemhert 
en forma límite. Tenemos 


AA Pra UREA A 1 4 ywz 
Ps A E ARA CA (1+4) i 
(4.30) 


Basándose en (4.30), 
(O 
4 


E A 
=l l l+ =0. =0<1, 
e de 
es decir. la serie (4.29) converge 

2) Invostiguemos la serie 


eS (030 
ha = 
en cuanto a la convergencia. Apliguemos el criterio de Cauchy en 
forma límite. Tenemos 
Es pr 
vm Z (4-32) 


Do acuerdo con ( Jy 


lim V P= 4 lim VE pe 


hor ho 


De esto modo, el criterio de Cauchy establece la convergencia do la 
sorie (4.34). 

4. Criterio integral de Cauchy—Muclaurin. Los criterios de 
d'Alembert y de Cauchy no sirven para aclarar la cuestión sobre la 
convergencia de algunas series con Lórminos positivos que se encuon- 
tran frecuontemente. Así. por ejemplo. empleando estos criterios, 
no se puede aclarar es o no convergente la serie armónica generali- 
zada 


S 1 
33 


A=1 


(a es cualquior número real) 
Es verdad que al fina] del punto 2 hemos establecido que. para 
asi, la serie (4.33) diverge, pero sigue pendiente la cuestión 


*) Para calentar lim  2%*, hay que hallar por logaritmos la expre- 
ao 
són «l% y aplicar la regla de L'Hospital. 
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sobre la convergencia de esta serie para a > 4. En este punto esta- 
bloceromos otro criterio general de convergencia de nna serie con 
términos positivos. del cual se desprende, en particular, la conver- 
gencia de la serie (4.33) para a > 1. 

Teorema 4.7. (teorema de Cauchy — Maclaurin). Sea que la 
función f (z) es no negativa y no crece sobre toda la semirrecta £ > mM, 
donde m es cualquier número fijo. Entonces, la serie numérica 


E 100) - Tim) =J0n 4 A) + Jm 12) +... (4.34) 


converge si, y sólo si, (para n} existe un límite de la sucesión 
as | faz. (4.35) 


prmostraciós Sea A cualquier número que satisface la condición 
dm +4 y sea z cualquier valor del argumento del segmento 
kl Ae <k. Dado que, según la condición, la función f (7) no 
crece en dicho segmento, para todos Jos z de dicho segmento son 
válidas las desigualdades 
OLE). (4.36) 
Siendo acotada y monótona. la función / (r) es integrable en ol seg- 
mento k — 1 <<< k (véase ol p. 5 del $ 4, cap. 1). Más aún, de 
las desigualdades (4.38) y de la propiedad 3° (véase ol p. 1 del § 6, 
cap. 1) se desprende que 


s x $ 
$ Hide s | fedr < f J(k—1) de 
ahi f ai 
o hien 
x 
Ms | deS fki) (4.37) 


sd 
lomos establecido las desigualdades (4.37) para Lodo k >m +1. 
Eiscrillamos ostas desigualdades para los valores km b1 
m= 2... n. dande m cx cualquior número que supera a m 
ski 
mtb f 13) dx< 4 (m). 

ms 

f (de < f(m+1). 


mes 


fimt) 


Jons $ pader <in), 


ai 
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Sumando término a término las desigualdades anotadas, obtenemos 


a xa 
IES [roas 3 10 (4:35) 
ramti En 


Convengamos denotar por el símbolo S, la n-ésima suma de la su- 
rie (4.34), igual a 


Sa 


Y ü. 
Em 


Adoptando esta denotación y teniendo en cuenta la denotación de 
(4.35), podemos escribir las desigualdades (4.38) del modo siguiente: 


Sa —Í(m < 


la E Saa (4.30) 
Las desigualdades (4.39) permiten demostrar fácilmente el teorema 
En efecto, la fórmula (4.35) evidencia que la sucesión {an} es uo de- 
creciente. Por tanto, para que esta sucesión sea convergente, es no- 
cesario y suficiente que osté acotada. virtud del teorema 4.2, 
para que la serio (4.34) sea convergente. es necesario y suficiente que 
esté acotada sucesión {Sn}. De las desigualdades (4.39) se dosprende 
que la sucesión (S,) está acotada si. y sólo si. lo está la sucosión 
fan]. o sea, si, y sólo si, la sucesión fa, } converge. El teorema quedo 
demostrado. 

EJEMPLOS 1) Primero apliquemos el criterio integral do Cauchy — 
Maclaurin para aclarar si es o no convergente la serie armónica gene- 
talizada (4.33). Puesto que la serie y puede considerarse como 


mna serie de la forma (4:34) para m- 1, f (e) 2 y Ja función 
$ (2) decrece y es positiva en la semirrecta x >> 1, entonces la cues- 


tión sobre la convergencia de Ja serie (4.39) es equivalente a la 
cuestión sobre la convergencia de la sucesión {an}, donde 


> O g 
an= | har= Eam Ta it 
H Ina Ef =Inn sia=1. 


De la forma de los elementos a, se desprende que la sucesión {un} 
diverge si a< 1 y converge si œ > 4, además, en el último caso 
lím a, = == De esto modo, la serie (4.33) diverge si a < 1 (ya 
Fo "hemos establecido anteriormente por otro procedimiento) y con- 
verge si «> 1. En particular, para a = 2 la serio (4.33) se transfor- 
ma en la serie (4.24) cuya convergencia se puede afirmar ahora. 
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2) Investiguemos la sorie 


1 4 
pr qn 


en cuanto a la convergencia aquí $ es un número real positivo fijo. 
La serie (4.40) puede considerarse como una serio de la forma (4.34) 


para m = 2 y f() ==" Como la función f (x) es uo negativa 


y no crece en la semirrecta z > 2, la cuestión sobre la convergencia 
o la divergencia de la serio (440) os equivalente a Ja cuestión sobre 
la convergencia o la divergencia de la sucesión fan} donde 


n MiB pa intuita i 
M dE la =$ APER 
d zl0éz =InInm—Inln2 si fBo=1. 


De la forma de los elementos a, se desprendo que la sucesión (an) 
converge si P > 1 y diverge si Ñ < 4. De este modo, la sorie (4.40) 
comerse si B S1 y diverge si B < 1. 


5. Criterio de Raabe. Los criterios de d'Alombert y de Cauchy se basan en la 
comparación de la serie considerada con la serie que constituyo la suma de la 
proxroción geométrica. Lógicamente. surge la idea de obtener criterios más finos, 
basados en la comparación de la serie considerada con otras series estándar, con- 
vengentes o divergentes «más Iratamente» que la serio on caso do la progresión 
gcemétrica. 

Fa oste punto establocoremos el criterio basado en la comparación de la sorio 
considerada con la estándar, examinada en el punto anterior, 


(440 


Teorema 4.8 teriterio de Raabe) *). 1. Si para todos los números k o, por lo 
menos, a partir de cierto múmero k es válida la desigualdad **) 


(12) > 071 (1 (1-4) <1), (4,42) 
lo serte Yi px converge (dioerg. 


== 
1L Si extste el limite 


lima (1222) =e, (445) 


Pr 
*) Joseph Ludwig Raabe, matemático suizo (1801—1850). 
++) Naturalmente, se supone además quo la serie Y) pr. a Partir, por 


da 
lo menos, de cierto vúmero, tiene términos estrictamente positivas. 
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la serie Ñ) py converge cuen 
al 

suele denominarse criteri de Raabe en forma ¡tnite. 

DEMOSTRACIÓN Consideremos los teorem: por su 

1) Para demostrar el teorema 1. escribamos la desigualdad (4.42) en la farma 


Ph 4 [Pres 1 4 
a). 64 


lo L>4 y eitverge curado L<4. El teorema L 


Ph 


Dado que q > 1, existe un numero æ que satisface las desigualdades y > 2 -> 
21. Al desarrolle la función (1 — 21% por la fórmula de Maclaurin con cl 
término residual en forma de Peuno (vease el p. 1515, cap.8,t. 4), lundremos 


Mad ar dos 
Moptauda s= —Uk en la última formula obtenemos 


(e). 00 


y iko) á 
Como Ja sucesión A es infinitesimal, u partir de cjerto número hy. es 
válida la desigualdad 
E U e 
lr " 4- 4 40) 


Comparando (4,45) y (4,46), obtenemos la desigualdad 
(e o Hai 
Lu comparación de las desigualdades (4.44) y (4,47) du 


O {i +) (5 2 ko) 


Las últimas desigualdades pueden anotarse en la forma 


1 1 
bres g Ke Pa E (si k ko). ñ 
Ph 1 Ph 1 r: 
Ur 5 


Como la serie (4.41) convorgo para æ > 1 y diverge para « = t, las desgualda- 
dex (4.48) y el teorema de comparación (4.4) permiten afirmar que la serje 
$) pa converge (divergos. El teorema | queda demostrado, 
A 

2) Al igual que en caso de los criterios de d'Alembert y de Cauchy. reduz- 
«aros el teorema M al teorema 1. Sea primero L=>1. Adoptemos e A 
q=i+e=L-"». Según la definición de límite (4-43), para este e se puelle 
indicar na número ko partiendo del cual |. (12a) -|< y. por 
tanto, es válida la desigualdad izquierda de (4.42). Pero si Z< 1, adoptamos 
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€ =1 — L y, empleando la dofsmición de Jímito (4.43), obtenemos que, a partir 
de un número ko, es válida la desigualdad derocha (4,42), El teorema 4.8 queda 
completamente demostrado 
OBRMKV ACION. Señalomos q 
da de (4.42) no se puede tomar q 


en ol tooroma 4.8 (1) en la desigualdad izquier- 
(con esto la convergencia de la serie puedo 
dejar de tener lugar). Si 7. 1, el teorema 4.8 (11) «no funciona» (es posibla 
lauto Ju convergencia como la divergencia de la serio) 
EITMPTO. Investigar la serio 


1,4 1 
x Amb. 
S mipan EET g 
wa 
en cuanto a la convergencia (dive: ìa), 

's fácil comprobar que los criterios de d' Alembert y do Cauchy no sfuncionanë 
en caso de esta serie, Apliquemos cl criterio de Raabe. Ex fácil comprobar que 


A RA 
e (1) E. 
” 5 
Fa 
No es dificil comprender quo, para k— 00, la última fracción tiendo a la derivada 
«le la función «* en el punto z = Ò, o sea, tiende a In «. En virtud del criterio 
de Kanabo, la serie considerada converge st În a >> 1, es decir, si a> e, y diverge al 
ln a e 1, es decir, si a< a = e, para aclarar que la serie converge o diverge 
se necesita una investigación complementaria, puesto que el criterio de Raabe 


ano funcionas, La sorie (4.40) puede servir de otro ejemplo, en cuyo caso el crite= 
rio de Ruabe «no funcionar 


(0 const == 0) 


jersal de comparación, Ya hemos suñalado 
que ios de «d'Alombert y de Cauchy se basan en la comparación de la 
sorio considerada con la de la progrosión geométrica. eu tanto que el criterio de 
Kaahe, con una serie (4.41) quo converge (o diverge) más despacio. 

Logicamente, surge la pregunta: ceciste una serie universal que converge 
(o diverge) (icon la lentitud lémitel) y la comparación con la cual permitiría estable- 
cer la convergencia lo divergencia) de cualquier serte con términos positivos tomada 
de antemano. 


Dentistremos que tal serio imaversal no existe Sos 


dadas dos series con- 


vergente Y pay Ñ phi por las simbolos ra vrh denotomos, respectiva- 
m 


mente, sus «-ésimos restos. Diremas que la serie Y) pi, converge más despacio 
fi 
sue Ja secie J) py si him e U. Demostremos que para toda serte convergente 
hal 
existo una serie que converge máx despacio que ésta. En ofecto, ea Y! pp cual- 


r 
quier serie convergente; sea r, su n-ósimo resto. Demuslremos que la serio 


Y Pio doude Y pi = Vr- i— Vi. converge má 
E 


despacio que la sorio 


# Par re tomamos toda la suma Y) pm 
a 
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Y) px- Un realidad, si r; es ol n-ésimo resto de la serie Y) ph, entonces, 
as 
Limo T= lim 


Demostremios ahora Ja ausencia de la serie convergente universal. la com- 
parución con la cual permitiría deducir la convergencia do cualquier serie con- 
vergente tomada do antomano. En efecto, si existicra esta serje convergente uni- 


versal $! pas al tomar para ella lu serie anteriormente construida X) 
iTi Ca 
obtendriamos que 


pk. 


LS 


Vir 


lim 22 tim 
meno Ph ee Vi 


Ma (Va + Va) 0 


De este modo, de la comparación con la serie Y, pa no permite deducir que la 
a 


p'k es convergente. De manera análoga se demuestra la ausencia de 


lo sorie divergente universal, la compuración con la cual permitiria deduce ue 
cualquier serie divergente lomada de antemano cs divergente, 


$ 3, Series absoluta y condicionalmente convergentes 


1. Conceptos de series absoluta y condicionalmente converg 
Pasemos a examinar serios cuyos términos son números reales de 
cualquier signo. 

Definición 1. La serte 


Y (4.49) 
imi 


se denominará absolutamente convergente si converge la serie 


È lul (4.50) 


E] 


Señalemos que on esta definición nada se dice de sí se supone o no 
Ja convergencia do la propia serie (4.49). Esta suposición soría exce- 
siva puesto que es válido el teorema siguiente. 

Teorema 4.9. De la convergencia de la serie (4.50) se desprende la 
convergencia de la serie (4.49). 

Demostración Empleemos el criterio de Cauchy para la serie (es 
decir, el teorema 4.1). Es necesario demostrar gue para cualquier 
2 > Ù existe un número N tal que para todos los números n que sa- 
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tistacen la condición n >N y para cualquier p natural, 
ntp 

Y a 
n 

lo que la serie (4.50}converge, en vir- 

ero V tal que para todos los nú- 

nn > N y para cualquier p na~ 


<e. (4.51) 


Fijemos cualquier s >0. D: 
tud del teorema 4.1, existe un 
meros n que satisfacen la condi 
tural 


já 
Y Jul <e. (4.52) 
rén 
Tewondo en cuenta que el módulo de la suma de varios sumandos no 
supera a la suma de sus módulos, podemos escribir 


us rep 
D us 23 hal (4.53) 
in ER 


Comparando las desigualdades (4.52) y (4.33). obtenemos la desi- 
gualdad (4.51). El teorema queda «demostrado. 

Definición 2. Lu serie (4.49) se denomina condicionalmente con- 
vergente si converge, mientras que la serie correspondiente de los módu- 
los 14.50) diverge. 


La serie 
SS PL «+, donde a> 1, 
Root 


puede servir do ejemplo de seric absolutamente convergente, puesto: 
que, si œ > 4, la serie (4.33) converge. Demos un ejemplo de serie 
condicionalmente convergente. Demostremos la convergencia condi- 
cional de la serio 


E gm baee (4.54) 


Ó ay 
al k 
izi 


Como la serie correspondiente de los módulos (serie armónica). se- 
gún ya sabomos, deverge, para demostrar la convergencia condicio- 
nal de la serie (4,54), hasta demostrar que esta serie converge, De- 
mostremos que la serie (4.54) converge al número ln 2. Eu el p. 2 
del $ 15, cap. 1 hemos desarrollado la función In (1 + 2) por la 
fórmula de Maclaurin 


H Rata). 


(4.55) 
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ln el mismo punto, para todos los v del 
obtenida la siguiente estimación del téri 


gmento 0L z 1 está 
no residnal: 


Ron 
1, tendromos 


| Rani (1) 


dondo 


o bion 
- 


Desiguando por Sy la n- 


3, 
ME 


4- des | n2 


ima suma parcial de la serie (4.54), pode- 


mos escribir la última desigualdad en la forma 
1 


15, — In 2|< 


De esto modo, Ja diferencia S, — In 2 es vna sucesión infinitesimal, 
lo que demuestra la convergencia de Ja serie (4.54) al número 1n 2. 

2, Sobre la reordenación de los términos de una serie condicional- 
mente convergente. Una de las propiedades más importantes de la 
suma de un número finito de sumandos reales es la propiedad coumu- 
talca. Esta última afiema que la suma no cambia al conmutar los 
sumandos. Lógicamente, surge Ja pregunta: ¿sigue siendo o no válida 
esta propiedad para la suma de una sorie convergente, es decir, 
puede o no cambiar la suma de una serte convergente al reordenar los 
términos de esta serte? En el presente punto aclararemos esta cuestión 
respecto a nna serie condicionalmente convergente. Empecemos la 
consideración examinando una reordenación concreta de Jos térmi- 
nos de la serie (4.54). Para mayor comodidad, escribamos la serio 
(4.54) en la forma 


2% 


Al finalizar el punto anterior hemos demostrado que la serie (4,54) 
converge condicionalmente y tiene la suma S — In 2. Reordenemos 
aliora los términos de la serie (4.54) de modo que después de un tér- 
mino positivo estén dos negativos. Como resultado de esta reordona- 
«ción de términos obtenemos la seri 
1 


+ (a A u 2.) +0: 


57) 
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Demostremos que la serie (4.57). obtenida como resultado de dicha 
reordenación de los términos de la serie (4.54), converge y tiene una 
suma dos veces inferior a la de la serie (4.54). Denotaremos las 
m-ésimas sumas parciales de las series (4.54) y (4.57) por los símbo- 
los Sm E Sin, respectivamente. Podemos escribir: 


Sad (a > a el 3 ( a i 


+2 ( z- Saw 
Así, pues, ai 
(4.58) 
Luego, es obvio que 
(4.59) 
(4.60) 


Puesto que lím Sam = S. pasando al limito, para m — oo de las 
fórmulas (4.58), (4.59) y (4.60) obtenemos 


lim Sim==3 S, lim Simt 


Por lo tanto, queda definitivamente demostrado que la serie (4.57) 
converge y tieno una suma igual a -+ S. Como S = ln 2 40, es ovi- 


dente que $S + S. Por tanto, como resultado de la reordenación 


anteriormente mencionada de los términos cambió la suma de la serie 
condicionalmente convergente (4.54). El ejemplo concreto considerado 
más arriba muestra que la serie condicionalmente convergente no 
posee la propiedad conmutativa. La siguiente afirmación notable, 
formulada por Riemann. aclara completamente la cuestión sobre 
la influencia de las reordenaciones de los términos en Ja suma de una 
scrie condicionalmente convergente. 

Teorema 4.10 (teorema de Riemann). Si una serte converge condi- 
cionalmente, cualquiera que sea el número Í. tomado de antemano, se 
puede reordenar los términos de la serie de modo que la serie transfor- 
mada cunvergirá al número L 

DEMOSTRACION. Sea 


D (4.61) 


9052 


130, Cap. 4. Teoría de las series numéricas 


serie arbitraria condicionalmente convergente. Mediante Pi, Pas Pss -++ 
denotaremos los términos positivos de la serie (4.61), escritos en el 
mismo orden en que se encuentran on esta serie, y mediante 
qa 92 dan, - « => los módulos de los términos negativos de la serie (4.61), 
escritos en el mismo orden en que se encuentran en esta seri 

serie (4.01) comprende un número infinito de términos tanto positivos 
como negativos, puesto que si se tuviera un número finito de términos 
de un signo, eliminando un número finito de primeros términos que 
no influyen en la convergencia, obtendríamos una serie compuesta de 
términos de un signo, para la cual la convergencia significaría la 
convergencia absoluta. Así, pues, con la serie (4.61) están ligadas dos 


series infinitas con términos positivos Y' pa y Y) qa- La primera de 
tl 


= 
estas series se denotará por el símbolo # y la segunda por Q. De- 
mostromos que ambas series P y Q son divergentes. Por el símbolo 
Sn denotaremos la n-ésima suma parcial de la serio (4.61), por Pn, 
la' suma de todos las términos positivos que integran Sm, por Qn» 
Ja suma de Jos módulos de todos los términos negativos que integran 
Sn. Entonces, es obvio que Sa = Pa — Qu, y como, según la con- 
dición, la serie (4.61) converge a un número S, se tiene 


lim (Pa — Qu) =$. (4.5: 
Por otra parto, ya que la serio (4.61) no converge absolutamente, 
lím (Pa +Qu) = 00. (4.63) 


Comparando (4.62) y (4.63), obtenemos lim pa =o, limỌ, = 


= co, es decir, queda demostrado que ambas series P y Q divergen. 
De la divergencia de las series P y Q se desprende que aun después 
de eliminar cualquier número finito de los primeros términos de estas 
sories, entre los términos restantes, tanto de la serie P como de la 
serie Q, podemos tomar un número tan grande de términos que su 
suma superará a cualquier número tomado de antenamo. Basándonos 
en este hecho, demostremos que se puedo reordenar los tórminos de 
la serie inicial (4.64) de modo que, como resultado, se obtiene una 
serie convergente al número Z tomado de antemano. En efecto, obte- 
nemos la serie necesaria del modo siguiente. En primer lugar, de la 
seria inicial (4.61) elejimos exactamente tantos términos positivos 
Pis Pas Pas +. ++ Pa que su suma p, + Pa + + Pa, supere a L. 
A continuación, añadamos a los términos elegidos ezactamente tantos 
términos negativos —4ı, —d2 - >=» —9, que la suma común pı H- 
++. + PNG 0 2 + — aru Sea menor que L. 
Además, volvamos a añadir exactamente tantos términos positivos 
Pruto Pro+a» Ph We la suma total pı + poh... Pu — 4 
da +. — r + Pati F ++ + Ph, sea mayor que L. Por 
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razonamientos análogos obtenemos una serie infinita que comprende 
todos los términos de la seri al (4.64), puesto que tendremos que 
añadir cada vez por lo menos un término positivo o negativo de la 
serie inicial. Queda por demostrar que la serie obtenida converge a L. 
Observemos que en la serie obtenida se alteran sucesivamente grupos 
de términos positivos y grupos de términos negativos. Si la suma parcial 
de la serie obtenida termina en un grupo completamente acabado, la 
diferencia de esta suma parcial respecto del número Z no supera al 
módulo de su último término*). Si la suma parcial termina en un 
grupo no completamente acabado, la diferencia de esta suma parcial 
respecto del número Z no supera al módulo del último término del 
penúltimo de los grupos. Para establecer que la serie converge hacia 
L. baslo cerciorarse de que los módulos de los últimos términos de 
los grupos forman una sucesión infinitesimal, lo que se desprende di- 
rectamente de la condición necesaria de convergencia de la serie 
inicial (4.61). El teorema de Riemann queda demostrado. 

3. Sobre la reordenación de los términos de una seric absoluta- 
mente convergente. En el punto anterior hemos demostrado que 
una serie condicionalmente convergente no posee la propiedad conmu- 
tativa. En este punto demostraremos que para toda serie absoluta- 
mente convergente es válida la propiedad conmutativa. 

Teorema 4.11 (teorema de Cauchy). Si una serie converge absolu- 
tamente, toda serie obtenida a partir de la dada reordenando los térmi- 
nos también converge absolutamente y tiene la misma suma que la serie 
dada. 

DEMOSTRACION. Sea que la serio 


D a (4.64) 
E 


converge absolutamente y la suma de esta serio os igual a S. Sea, 
además, 


Šu (4.65) 
& 


una serie obtenida de la serie (4.64) reordenando los términos. Es 
necesario demostrar: 1) que la serie (4.65) converge y tiene una suma 
igual a S, 2) que la serie (4.65) converge absolutamente. Demostremos 
primero la afirmación 1). Es suficiente demostrar que para cual- 
quier e > 0 existe un número N tal que para n > N 


E u—sS|<e. (4.86) 


Fijemos un e > 0 arbitrario. Dado que la serie (4.64) converge abso- 
lutamento y tiene una suma igual a $, entonces, para e > 0 elegido, 


+) Puesto que añadimos térmmos al grupo dado exactamente hasta que la 
suma total supera al número Z. 


o. 
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se puedo indicar un número N, tal que serán válidas las desigualda- 
des 


sge 
3 S p lus1 <= (p es cualquier número natural) (4.67) 
+ 


as 
+- (4.68) 


Escojamos ahora el número N tan grande que cualquier suma 
parcial $; de la serie (4.65) con un número n mayor que N compren- 
da todos los primeros N, términos de la serie (4.65)**). 

Estimemos la diferencia que está en el miembro izquierdo de 
(4.66) y demostremos que, si n > N, para esta diferencia es válida 
la desigualdad (4.66). 

En efecto, dicha diferencia puede representarse en la forma 


Funs(Bu- Ea) ($ m-s). am 
Bios (Du Za) (8-5). a 
Puesto que módulo de la suma de dos magnitudes no supera a la su- 
ma de sus módulos, a partir de (4.69) obtenemos 

p I UA 
¿-.[<¿u-¿m/+[Hu-s 


Do las desigualdades (4.68) y (4.70) es evidento que para demostrar 
la desigualdad (4.66) basta demostrar que para n > N 


. (4.70) 


[uE 


Para demostrar la desigualdad (4.71), advirtamos que para n > N 
on Ja primera de las sumas del primer miembro do (4.74) comprende 
todos los N, primeros términos de la serie (4.64). Por consiguiente, la 
diferencia 


<5: 470 


A P 
È ui È n (4.72) 
AA 
es suma de (n — No) términos de la seric (4.64), cada uno de cuyos 
números supera a No. 

Si escogemos un p natural tan grande que el número Ma + p 
supere a los números de todos los (n — Ny) términos de la suma que 


+) En las desigualdados (4.67) y (4.08) se puede Lomar un mismo múmero No. 
En efecto, escribiendo con anticipación las dos desigualdades mencionadas con 
distintos números Na, podemos tomar el máximo entro los números No, 
++) Se puede escoger este número Y, puesto yuo la serie (4.65) se Obtieno de 
Ja (4.64) reordenando los términos 
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acabamos de indicar, para la diferencia (4.72) será válida, en todo 
caso, la desigualdad 


(4.73) 
e 

De las desigualdades (4.73) y (4.67) se desprende la desigualdad 
(4.71). Por lo tanto, queda demostrada la desigualdad (4.66), o sea, 
queda demostrado que la serie (4.65) converge y tiene una suma igual 
a S. Queda por demostrar la afirmación 2) de que la serie (4.65) con- 
verge absolutamente. La demostración de esta afirmación se infiere 
de la afirmación 1) si la aplicamos a las series 


2 lal y 2 ll. (4.74) 
Además, se demuestra la convergencia do la segunda do la serie 
(4.74), es decir, la convergencia absoluta de la sorie (4.86). El Leore- 
ma 4.11 queda completamente demostrado. 
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En el presente párrafo consideraremos la cuestión sobre la posi- 
bilidad de sumar y multiplicar término a término las series conver- 
gentes. 


Teorema 4.12. Sidos series Y, uy y X) Va convergen y Lienen sumas 
h a] 


iguales a U y V, respectivamente, la serie Y) (u, + va) también con- 
1] 


verge y tiene una suma igual a U + V. 

DEMOSTRACIÓN. Denotemos n-ésimas sumas parciales de las series 
Dun Nor y Y (ur £ va) por Un. Va y Su, respectivamente. Enton- 
des, es obvio que Sn = Un + Va. Dado que  límU, = U, 

lim Y, = V, según los teoremas 3.9 y 3.10 del t. 1, existe un lí- 
mite lim S, — U V. El teorema queda demostrado. 

De esté modo, se puede sumar y sustraer término a término cuales- 
quiera series convergentes. 

Pasando a la cuestión subre la posibilidad de multiplicar las 
series término a término. demostremos la siguiente afirmación. 


Teorema 4.13. Si dos series Y un y Y, vi convergen absolutamente 
E 


É 
y tienen las sumas iguales a U y Y, respectivamente, la serie compuesta 
de todos los productos de la jorma 
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um (k=1,2,..;1=1,.2,..., 


enumerados en cualquier orden, también converge absolutamente y su 
suma es igual a UV. 

pemostraciox. Denotomos por wy, Wz, Wy, - . - los productos de 
la forma un; (k = 1, 2, ...; L= 1, 2, . . .), enumerados en cual- 


quier orden. Demostremos que la serio Y) | w, | converge. Sea Sn 
A 


la n-ósima suma parcial de esta serie. La suma Sn se compone de 
términos de la forma | upv; |. Entre los Índices k y 1 de estos térmi- 
nos quo integran la suma Sp, existe un índice mázimo que se deno- 
tará por m. 

Entonces, en todo caso, 


S5S(ul+lal+..+lumDGdal+ Iv l+-.. 
see lomo (4.75) 


En ol segundo miembro de la desigualdad (4.75) se halla el producto 
do m-ésimas sumas parciales de las series 2) | ua | y Y |v: |. Dada 
la convergencia de dichas series con términos positivos, todas sus 
sumas parciales (y, por tanto, su producto) están acotadas. Por eso, 
lo está también la sucesión de las sumas parciales {Sn}, lo que do- 
muostra la convergencia de la serie Ù) | w; |, es decir, la convergen- 
cia absoluta do la serie Y) wi 

Queda por demostrar que la última scrie tiene una suma $ igual 
a UV. Como esta serie converge absolutamente, en virtud del teore- 
ma 4.11, su suma S no depende del orden en que la sumamos. Cual- 
quiera que sea la sucesión (y, por tanto, la subsucesión*)) de las su- 
mas parciales do esta serie, ella converge al número S. Pero, en este 


caso, la suma S de la serio È) w; os, sin duda, igual a UY, puesto 
=i 


que precisamente a este número converge la subsucesión Wm de las 
sumas parciales de esta serie, de la forma 
Wa = (th + ua +. F Um) (01 0a F >> H Va) 
El teorema 4.13 queda demostrado. 
onsErvAcIÓN Para numerosos fines es conveniente escribir el 

producto de las serios 
Su» do 
= a 


en la forma 


2) En virtud del p. 1 del $4, cap. 3,1. 1- 
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E) Es)- 


= oy + (Utg + u) H oo H (tatra H ooo H nta) H 
Sin demostrar, señalemos que la serie obtenida multiplicando dos 
series término a término mediante dicho modo especial, converge 
también si sólo una serie de las dos series a multiplicar converge 
absolutamente. Si ambas series convergen condicionalmente, multi- 
plicándolas término a término incluso según esta regla, como regla, 
se obtiene una serie divergente. 


§ 5. Criterios de convergencia de las series arbitrarias 


En el $ 2 hemos establocido algunos criterios de convergencia de 
las series con términos positivos. En el presente párrafo examinaremos 
los criterios de convergencia de las series con términos de cualquier 
signo. Así, pues, sea 


Su (4.7) 


i 
una serie, cuyos términos tienen signos cualesquiera que sean. Ante 
todo, observamos que para establecer la convergencia absoluta de 
esta serie, es decir, para establecer la convergencia de la sorio con 
términos positivos 

Y lal. 

A 


se puede aplicar cualquiera de los criterios del $ 2 (criterios de 
d'Alembert, de Cauchy, de Raabe o criterio integral). Sin embargo, 
ninguno de dichos criterios da la posibilidad de aclarar la cuestión 
más sutil sobre la convergencia condicional de la serie (4.76 *). 


+) Además, observomos que los criterios de d'Alembert y de Cauchy pueden 
aplicarse para establecer la divergencia de una serte con términos de cualquier signo 
(6.761, En efecto, carla vez que el criterio do d'Alembert o de Cauchy hace cons- 


tar lu divergencia de $] | up |, el kkésimo término do la serio (4.76) up no 
A) 
tiende a cero cuando k= œ, o sea, la serio (4.76) diverge. A título de ejem- 
> h 
2 kl (4) diverge para cualquior valor 
ka! k 


plo ustablezcamos que la so 


fijo do: que satisface la desigual x | > e. Subrayemos que es difícil com- 
probar directamente que el k-ésimo término de la serie considerada no tiendo 
4 cero cuando k=» co. Apliquemos el criterio de d'Alembert a la sorie considora- 


da. Dengtando el ¿-éximo término de esta serie por ay tendremos l E ¡pu 
= LZl cdo conde lím Lt] a lzl 4. La divergencia de la 
ES a leal a 
1+5 


serie queda demostrada. 
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A continuación nos pondremos a buscar criterios más finos que 
permitan establecer Ja convergencia de la serie (4.76) también 
cuando esta serie no es absolutamente convergente. 

1, Criterio de Leibniz. El criterio de Leibniz se refiere a un 
tipo particular muy difundido de la serie (4.76), a la llamada serio 
alternada. Una serie se denomina alternada si los términos de esta 
serie tienen alternativamente ora signo positivo ora negativo. Es 
conveniente escribir la serie alternada de modo que sean definidos 
los signos de todos sus términos, es decir, en la forma 


Pi — Pr +P — + HA H o (4.77) 


donde todos los py > 0. 

Teorema 4.14 (criterio de Leibniz). Si los términos de una serie 
alternada, tomados por módulo, forman una sucesión infinitesimal no 
creciente, esta serie converge. 

OBSERVACION i. Una serie quo satisface las condiciones del Leore- 
ma 4.14 se denomina frecuentemente serie de Leibniz. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 416 Supongamos que viene dada la 
serie (4.77) y se conoce que la sucesión {p,} es no crecionte e infi- 
nitesimal. La suma parcial de orden par de esta serio Ssn puedo escri- 
birse en la forma 


San = (Pa — Pa) + (Ps — Pa) + +++ + (Pana — Pan) (5:78) 


Dado que on (4.78) toda expresión entre paréntesis es no negaliva*), 
está claro quo si » crece, la sucesión (S,») no decrece. 
Por otra parte, San puede escribirse en la forma 


San = Pa — (Pa — Ps) — (Pa — P3) — => + 
te — (Panza — Pana) — Pano 


de donde es evidente que para cualquier número n habrá Sa, < pı- 
Así, pues, la sucesión de las sumas parciales pares Ssn no decrece y 
esuá superiormente acotada. En virtud del teorema 3:15 del tomo f, 
esta sucesión converge a un número S, o sea, lím San = S. De la 


igualdad evidente San-1 = S qn + Pan y de los que lím pr =0 


se desprende que la sucesión de las sumas parciales impares {Ssn} 
también converge al mismo número S, o sea, lím Sgn-, = S- Así, 


pues, toda la sucesión {Sn} converge a S. 

obsirvacion 2  Demostrando. el tevrema 4.14, descubrimos que 
la sucesión de las sumas parciales pares (S¿,) converge al limite S 
sin decrecer. De un modo análogo, de la igualdad 


*) Debido a que {pa} no crece, es decir, pr > Pres. 
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Sena = Pa — (Pa — Ps) — (De — Ps) — +++ 
a. — (Pen-2 — Pena) 
se infiere que la sucesión de las sumas parciales impares (San-,) con- 


verge al límite $ sin decrecer, 
De esta manera, para cualquier número n 


San S S S Sana (4.19) 
Puesto que Spn- — San = Pan, de las desigualdades (4.79) se des- 
prende que S — San < Pan Y Sena — S S Pan S Pana» Por lo 
tanto, obtenemos que para cualquier número z es válida la dèsi- 
gualdad 

1Sa = S| S Pr- (4.80) 


La desigualdad (4.80) se usa ampliamente al realizar los cálculos 
aproximados con ayuda de las series. 

En calidad de ejemplo, consideremos la serie que anteriormente 
hemos usado más de una vez 


Y Y 
e O 


ræt 


A (488 


Observemos que la serie (4.81) es la serio de Leibniz, y, por tanto, 
su convergencia se desprende del teorema 4.4. Por ejemplo, sea 
que es necesario calcular la suma de la sorio (4.81), es decir, el nú- 


mero Ju 2, con una exactitud de hasta gx: Conforme a la estimación 
(4.80), esta suma coincide, con la exactitud necesaria, con Syyn = 
dy -=q 

2 Criterio de Dirichlet — Abel. Para establecer otro criterio 
fino de convergencia de las serjes, deduciremos una identidad inte- 
resante, análoga a la fórmula de integración por partes. Sean 


U, Ug. Ugy 0 s, Ois Uss Das - - - Múmeros completamente arbitrarios, 
n = th F Ug -F tna n y p, números cualesquiera. Entonces 
es válida la siguiente identidad: 
na 


E 
Fuam D Siet HSan Snein (482 


La identidad (4.82) suelo llamarse identidad de Abel*). 


į la igualdad (4.82) se escribe en la forma 
nep ago 
Vin (Si Shr Sneptnep— Sna — Y) So 
¡En pa 
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Deducción de la identidad de Abel. Consideremos que u, = 
— Sh, y Pongamos este valor de u, en el segundo miembro 
de (4.82). Obtenemos 
no 


nep nep 
F UN = È Swor — AE 


En la última suma disminuyamos el índico de sumación 4 en la uni- 
dad. Obtenemos 


nip me mt 


Y = X Swi Y Si 
Kn nen hn 
E] ms 


= E Siht Sann È, SiS mt = 


= È, Silenta + Sneon — Snn 


Hemos obtenido una expresión que coincido con el segundo miembro 
de (4.82). Por lo tanto, la identidad de Abel queda demostrada. 
Teorema 4.15 (criterio de Dirichlet — Abel). Sea dada la serle 


Y ut, (4.83) 


La serle converge sı se cumplen dos condiciones siguientes: 
1) la sucesión {vn} es no creciente e infinitesimal; 


2) la serie Y) uy tiene una sucesión acotada de las sumas par- 
E 


ciales. 
prmosrracios Mediante S, denotemos la n-ésima suma parcial 


de la serie Ý) up. Sogún la condición, existe un número M >> 0 tal 


a 
que | Sn |< M para todos los números n. En virtud del criterio de 
Cauchy, es suficiente demostrar que para cualquier e > 0 existe un 
número N tal que para n > N y para cualquier p natural 


<e. (4.84) 


Sea dado cualquier e > 0. Dado que la sucesión {va} es infinitosimal 
y no crece, para el número positivo 357 existe uu número M tal que 


O<va< yir (para n>N). (4.85) 


se, hace evidente que Ja transformación de Abel es. en realidad, una fórmula 
de sumación por partes, siendo una fórmula do diferencias, análoga a la de 
integración por partes 
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Ahora, para estimar la magnitud del segundo miembro de (4.84), 
apliquemos la identidad de Abel (4.82). Teniendo en cuenta que el 
módulo de la suma de varias magnitudes no supera a la suma de sus 
módulos, el módulo del producto es igual al producto de los módu- 
los y que Ya > Dap Obtenemos 

neo 


rgt 
E] E, 1541090000) +1 Soen lVarnt l Sns lOa: (4-86) 


En el segundo miembro de (4.86) empleemos la desigualdad | Sn | < 
< M, válida para todos Jos números n. Obtenemos 


aty RA 
Y uon <m (3 A Mon (487) 
2, 2 
Además, observemos que la suma entre llaves es exactamente igual 
a va- En este caso, la desigualdad (4.87) toma la forma 

se 
| Y ah 
pon 


Ahora, si en el segundo miembro de (4.88) empleamos la desigual- 
dad (4.85), obtenemos que para n > N y para cualquier p natural es 
válida la desigualdad (4.84). El teorema queda demostrado. 
observación. El teorema 4.14 (criterio de Leibniz) es un caso par- 
ticular del teorema 4.15 cuando*) un = (—1)*-1. 
eeneros. I Investigar la serie signiente en cuanto a la conver 
gencia: 


<2Mvn. (4.88) 


4 2 1 
Lrz—F+3+ 
Dicha serio puede considerarse como una serie de la forma (4.83) 
para 

1 


ds tl, al, us —2, m =1, us 


1, u= 


Es obvio que: 1) la serie Y] uz posee una sucesión acotada de las 
A 


sumas parciales: $, =1, S= 2, 5¿=0, S,=1,8,=0, Sy=0, ...5 
2) la sucesión {v4} no crece y es infinitesimal. Según cl teorema 
4.15, la serie considerada converge. 

2 Aclaremos la cuestión sobre la convergencia de la serio 


D Si, donde z es un número real fijo. Empleando las desig- 
E 


*) Es obvio que la serie Y) ua= J) (Y =1—14 1-44... tiene 
E a 


una sucesión acotada de las sumas parciales, 
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naciones del teorema 4-45, hagamos 1, = cos kr, v, = 1/k. Estimemos 

la sucesión de las sumas parciales S, de la serie Y) up. Como 
A 

para cualquier número k 


$ 4 z 
EN E 
sen (k-+-=3)2—sen (k—3) z= 2sen $ cos ks, 
sumando esta relación respecto do k de 1 a n, obtenemos 


sen (+4) z—seny2=2senH J) coskz— 2Sa sen Z. 
a 
De aquí, 


sen (m4) «sen 


ET 
sen 


Así, pues, para cualguier x no múltiplo de 21 la sucesión de las 
sumas parciales Sn está acotada: 


15. 1< 


Según el teorema 4.15, la serie considerada converge para cualquier 
valor z no múltiplo de 2x. Si z es múltiplo de 2x, la serie considerada 
se transforma en armónica y, según homos domostrado anteriormen- 
te, diverge. 


$ 6. Productos infinitos 


1. Conceptos fundamentales. Al concepto de producto numérico 
infinito os muy similar el concepto de serie numérica. Sea dada una 
sucesión numérica infinita V}, Va. - - -, V: + « La expresión escrita 
formalmente en la forma 


Djlglg «Op Un (4.89) 


imi 
suele denominarso producto infinito. Los elementos v, suclen Hamarse 
términos del producto infinito dado. El producto de los primeros n 
términos del producto infinito dado suele donominarse n-ésimo pro- 
ducto parcial y denotarso por el símbolo P»: 


Pa= tg.. Vam |] vr 
mi 


$ 6, Productos infinitos 144 


El producto infinito (4.89) se denomina convergente si la sucesión de 
los productos parciales P, tiene un límite finito P, distinto de cero*). 
Si el producto infinito (4.89) converge, dicho límite P se donomina 
valor de este producto infinito, es decir, se escribe 


P= II va (4.90) 


Subrayemos que la igualdad (4.90) tiene sentido solamente para un 
producto infinito. Está claro que la consideración de los productos 
infinitos es, en esencia, una nueva forma de estudiar las sucesiones 
numéricas, puesto que a todo poducto infinito dado le corresponde 
unívocamente la sucesión de sus productos parciales, y a toda suce- 
sión numérica (Pa). cuyos elementos se diferencian do cero, 
le corresponde univocamente un producto infinito, para el cual esta 
sucesión os una sucesión de productos parciales, (basto tomar los 
F E E > 
A del producto infinito iguales a va Pe, Para ko>1 y 
Po: 

Teorema 4,16. Una condición necesaria de convergencia del pro- 
ducto infinito (4.89) es que su k-ésimo término tienda a la unidad 
cuando k-+» 00. 

DEMOSTRACION. Soa que el producto infinito (4.89) convergo y 
tiene un valor P diforenle de cero. Entonces, lím Pro = 


= lím Pr=p>+0. Dado que va =g, entonces lim vy 


hoo hay ho 
existe y es igual a la unidad. 

Observemos quo la eliminación de cualquier número finito de 
términos de un producto infinito (naturalmente, si entro estos tér- 
minos no hay términos que sean iguales a cero) no influye en la con- 
vergencia de este producto. Dado que, segun la definición anterior- 
mente adoptada, un producto infmito que Liene, por lo menos, un 
término igual a cero se considera divergente, on adelante no ezamina- 
remos en general los productos infinilos que tienen por lo menos un tér- 
mino igual a cero. 

EAEMPLOS DE PRODUCTOS INPINTTOS. 


oz 
1 JI cos% cos cos 


aja 


(4.91) 


{e es cualquier número fijo). 


*) El hecho de que para P = © el producto infmito sucle considerarse 
divergente y. pese a tener carácter convencional, permite, como lo veremos on 
adelante, verificar una analozía precisa entre la convergencia de las series y de 
los productos infinitos. 
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Demostremos que el producto infinito (4.91) converge y tiene el 


valor 22 , Calculemos el n-ésimo producto parcial 
Pa = 0035 008 gy +. + COS gir + (4.92) 


Multiplicando los dos miembros de (4.92) por sen -žy y empleando 


sucesivamente la fórmula del seno del ángulo doblo sen 2y = 
= 2 sen y cos y, obtenemos 


Pr sen r = 


De la última fórmula *), 


P 


Debido a que la oxpresión entro llaves tiende a la unidad para n > co 
(on virtud del primer límite notable), lím Pn existe y es igual a 


z 


7 
(4.91) converge y tiene el valor 


i 2 T totta 
% I [t-ra] M Ekti 
h=2 pan 
-41 4 2 5 8) (k43 
e E 493 
Demostremos que el producto infinito (4.93) converge y tiene el 
valor +. Calculemos el producto parcial Pp: 


+ Por lo tanto, queda demostrado que el producto infinito 
senz 


P=t.2.3 n42_ 4 n42 
EA T de E 

4 n42 4 
Después de esto es evidente que lím im == existe y es 
; A moro nea 
igual a T 


2. Relación entre la convergencia de los productos infinitos y la 
de las series. Si el producto infinito (4.89) converge, en virtud del 
teorema 4.16, todos sus términos r, son positivos**) a partir de un 

+) Tomamos z 0. Si z= 0, todos los términos de (4.91) y su valor son 


igualos a la unidad. 
*) Puesto que lim v= f. 
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número k. Como un número finito de los primeros términos no influye 
de ningún modo en la convergencia del producto infinito, entonces, 
si examinamos la cuestión sobre la convergencia de los productos 
infinitos, sin limitar la generalidad, podemos considerar solamente 
los productos infinitos, cuyos términos son todos positivos. 
Teorema 4.17. Para que el producto infinito Eso) con términos 
positivos converja, es necesario y suficiente que converja la serie 


Y Inv. (4.94) 
A 


En caso de convergencia, la suma S de la serie (4.94) y el valor P del 
producto (4.89) están relacionados por la fórmula 
P =e. (4.95) 
DEMOSTRACIÓN. Denotando con P, el n-ésimo producto parcial 
del producto infinito (4.89) y cos Sn, la n-ésima suma parcial de la 
serie (4.94), podemos escribie 


E A 


Dadas la continuidad de la función exponencial para todos los valo- 
res del argumento y la continuidad de la función logarítmica para 
todos los valores positivos del argumento, la sucesión P, convergo 
si, y sólo si, converge Sn; además, si lím Sn = S, entonces 


Km Pa =eS. El teorema queda demostrado. 
SÍ investigamos un producto infinito en cuanto a la convergencia 
es muy conveniente representar este producto infinito en la forma 


dl, Co) A Hun (609) 2. (A+). (5.96) 


Claro que, además, conforme a la suposición anteriormente adoptada, 
consideramos que todos los u, > 4. 

El teorema 4.17 afirma que la cuestión sobre la convergencia del 
producto (4.96) es equivalente a la cuestión de la convergencia de 
la serie 


Š nau). (4.97) 


Ahora podemos demostrar otra afirmación. 

Teorema 4.18. Si todos los u, (por lo menas, a partir de cierto nú- 
mero k) mantienen un mismo signo, para la convergencia del producto 
infinito (4.96), es necesario y suficiente que converja la serie 


Š n- (4.98) 
2 
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Demostracion Puesto que la condicion lim u, = 0 es necesa- 


pe 
ria también para la convergencia de la serie (4.98) y para la conver- 
gencia del producto (4.96), podemos considerar cumplida esta con- 
dición al demostrar tanto la necesidad, como la suficiencia. Pero de 
dicha condición y de la fórmula asintótica*) 


in (14 1=y+0() 
se desprende que 
im PU 44.99) 


ro 


lio ar esas 
Puesto que, según la condición del teorema, Lodos los términos de 
las serios (4-97) y (4.98) mantienen un mismo signo a partir de cierto 
número X, on virtud del corolario del teorema de comparación 4.3, 
las condiciones (4.99) y (4.100) permiten afirmar que la serie (4.98) 
converge si, y sólo si, converge la serio (4.97). El teorema queda de- 
mostrado. 

PSEMPLOS 1) De la divergencia de la serie armónica y del teore- 
ma 4.18 se despronde la divergencia de los siguientes productos 
infinitos: 


[paso (i) (143) + (14) 


Ll (=) (0) (a) + 


Es fácil comprender que el primero de los productos indicados diver- 
ge hacia 400 y el segundo, hacia el cero. 

2) Del mismo teorema 4.18 y de la convergencia de la sorie (4.33) 
para œ > 1 so infiere la convergencia de los siguientes productos in- 
finitos para a > 1: 


E (e E) +0 (1+4) (+3) - (1+4 men 


A ie) 


case el $ 7 del cap. 4, t. 1- 
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Al igual que para las series, para los productos infinitos se introdu- 
cen los conceptos de convergencia absoluta y condicional. El pro- 
ducto infinito (4.96) se denomina absolutamente convergente si, y Só- 
lo sí, Ja serie (4.97) converge absolutamente. Los teoremas de Cau- 
chy 4.11 y de Riemann 4.10 permiten deducir que el producto abso- 
lutamente convergente posee la propiedad conmutaliva, mientras que 
el producto condicionalmente couvergente no Ja posce a cien 
cicrta 

Ys válida la afirmación siguiente. 

Teorema 4.19. El producto infinito (4.96) converge absolutamente 
si, y sólo si. converge absolutamente la serie (4.98). Para demostrar 


este Lenrema es suficiente demostrar que la sorie 2) | uy | convergo 
ʻi 


convergo la serio Y) | In (1 + ur) | Lo último so des- 
ma 
de los límites (4.99) y (4.100). 


los razonamientos a cargo del Jector. 
cromos varios ejemplos más. 


si, y sólo s 


prende lácilmente de la exist 
Dojamos los detalles d 
Para concluir, consi 


q deremos el producto infinito 
å a r 
(E) (ar) 10m 


Como le serie J} e converge, en virtud de dos teoremas 4.18 
ran 

y 4.1%, el producto infinito (4.101) converge absolutamente para 

cualquier valor fijo x distinto de la (donde L -+ 0, +1, - . .). En el 

complemento 2 del presente capitulo demostraremos que este pro- 

ducto converge ul valor sen Por lo tanto, argumentaremos la 

descomposición de la función sen s en un producto infinito 


De Ja descompo: 


ción (4,102), empleando Ja relación 


cos r = $BH, se obtiene fácilmente la descomposición siguiente 
A i Big 
esr Y [ia Gah 

ea 


Para cualquier x diferente de 72 —14) (i = 0, +1, .. .,), la 
convergencia absoluta del producto del segundo miembro de (4.103) 
10-65 
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se desprende de los teoremas 4.18 y 4.19. así como de la convergen- 


cia de 


3". Adoptando en la descomposición (4.102) x = 1/2, obtenemos 


2 1 7 

= M (t-q) M 

waa 1 Pad 

De aquí so obtiene la Jamada fórmula de Wallis*) 


y 20 QA 
eggs. 


- (4104) 


ns hy 22564 2k 
2 E San 1 ý 


Koatizando transformaciones no complwadas, se puede reducir la 
fórmula de Wallis u la forma 


2k 
E 


d ae 4 p2ng 7 4 
¿la p EAT (4.1044) 


Inicialmente, Ja fórmula de Walls se uso pura calcular aproxima- 
damente ol número En el presente, para calcular el número n 
se utilizan métodos más oficaces La fórmula de Wallis (4.104) es de 
interés para algunas investigaciones  toóricas **). 


Complemento 1 


Teorema auxiliar para el p. 3 del $ 2 
Sean py cualesquiera númsros positivos. Entonces, si existe 


Teorema 4-2 
el limite 


1.105) 


ES 

entonces existe también el limite f Y Phe con tal de que es válida la formula 
D HE 

li tama 

jata- pin HR w 


bar e. 


DEMOSTRACIÓN Primero demostremos la siguunte afirmación a 
si la sucesion de mimeros posttiros ay, ta: -s On converge a nn numero Le 
entonces a este mismo número I: converge tambien la sucesión de las medias proporcio- 
nales de estos números bp = y/ an, az -.-, 0. Para demostrar la afirmación 
auxiliar observemos que, en virtud de la contivmdad de la función logaritmica 


*) John Wallis, matemático inglés (1016—1703). 
+=) En particular, se puede utilizarla para establecer la Hamada fórruulo 
de Stirling (véase el tomo ¿del presente curo), James Stirling, matemático inglés 
A 770), 
en) Suhrav 


n interesante de por si 


nos quo esta afirmaci: 
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para L>0, lím Ina, =InZ. (La última igualdad os formalmente válida 


también para Z= 0 cuando In £ = — æ.) Pero, entonces, según ol teorema 
del límite del promedio (véase el ejemplo t, complemento del cap. 3, tomo 1), 
existe el límite 


¿Ina 4 + Ima 
A 
(La ltima igualdad vs también válida para £ = © cuam 


ultima igualdad, en virtud de la continuidad de la fun 
nemos 


PER p-a 
jim mp aa; In L. 


00.) De la 
encial, ohte- 


A 
AE mbr 
hm haa lime" 0 ° ha 
fe fe 


(Estos razonamientos son también válidos para L = 0.) 
La afirmación auxiliar queda demostrada. Aplicando esta afirmación a los 


demostramos la 


mimes ampo ay E, y 
A x 


existencia del limite lim $ Tp v ln igualdad (4406). RI toorena 420 queda 
pe 


demostrado. 


Complemento 2 
Descomposición de la función sen z en el producto infinito 


Para que sea más vómodo, dividimos la deducción dle La firmara 14 t02) 
eu puntos separados 

4% Sea m cualquier número impar positivo; m = 2n 
mos que para cualquier valor 0 Y diferen 
la siguiente. fórmula 


E PE AO A 
a (o a E 


1 Primero desanstro- 
de kn ik = 0, a A y valida 


407) 


Para establecer la fórmula (4,107), empleamos la fórmula de Morro (vrase el $ 1, 
cap. 7, tomo 1) 


cos mO + 1 sen ni) — (cos O + è sen 07m 


Descomponiendo «1 miembro derecho de esta fórmula con ayuda del binomio de 
Newton y comparando las partes imaginarias, obtenemos 


sen mb= m cost ĝ sen y E sento] 
Teniendo en cnenta que m — 24 + 4, tendremos 
ER ZB eot-t Uron A - 1108) 
msn 


*1 A continuación nos interesarán solamente los valores O del intervalo 
US IMA 


pue 
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ln el miembro derecho de (4,108) todos los exponentes de los cosenos y Jos senos 
šon pares. así que, si sustituimos cos'0 por 1 — sen %0, en el miembro derecho de 
(6.108) oltenemos el polinomio de grado n respecto a seu? 0. Haciendo 2 — sent O 
denotemos este polinomio mediante el símbolo F (2) y sus raices, mediante los 
símbolos a, ay, - . -. Zn. Dado que 2 — sen? 1» 0 cuando 0 O y el miembro 
izquierdo de (4.105) tiende a la unidad para 4 >O. el polinomio F (s) pueda 
representarso en la forma 


e ee. 


Queda por determinar las raices t, 2a, - ., æn. Observando que estos raícos 
corresponden a los eero» de la función sen mit, phteuemos 


sen mó 
m sen Ú 


xar 


(4.40% 
sen 


mos exalguier valor de y (diferente de cero) y tomemos dos nimorus na 


r 
turales arbitrarios p y n que satisfacen lus desigualdades 2 LH prima 


Entonces la fórmula (4.109) puede escribirse en la forma 


wns a i smi 
pi.. ES bs 
== ia a Jaron KEO] 
msn pmi sn 
donde 
a f som E 
tyo.  (1-— E]. aun 
h=p+4 sem 
izl 


Primero estimemos p (z). Dado que 2 HL pac n , los argumen- 


tos de todos los senos de la fórmula (4.111) pertenecen al intervalo (— 2/2. 
si/2). Además, es obvio que para todos los Æ que figuran en esta fórmula 
la] < kx/2 y, por tanto. 


<4 
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kn a ka a ka 4 
ueste 2 < tanto co HE >£), Dad 
(puesto que EEE, o sea. AE < 7, por tanto cost 52 >). Dado 


«¡ne para cualquier $ del intervalo 0-<$-< 1/2 son válidas las desigualdades 


1o>1-B>e PR a, entonces para todos los números k que superan pse 
licno 


A > "= 14 112) 
sona 


Multiplicanido término a Léximo Jas desigualdades (4.142) 


š cuales pone- 


mos los valores k == p- 1. p--2...., n, obtenomos la siguiente estimación 
de Rp ta 
E 1 
2 D r 
pres rem LE 


r ” (4419) 


“Lomande en consideración que el argumento Ls/m se encuentra en el primer 
DS 
cuadrante v que para cualquier $ del primer cuadrante 13> ae >=. 


obtonrinos 


sent 


De este mmodo, 


1z- Rpiri>e PP T TO) 


*™ La desigualdad derecha de estas design: 


dades se deduce elementalmente 
de la Fórmula de Maclnuriro Pop Pe pp Ba 
puesta que 2f2<P. 


+9) Estos desigualdades se deducen del hecho de que la relación E2B 


decrece de 1 hasta 2/x si B Sd de 0 a 2. A su vez, este hecho se des- 
som 
de aby o SÉ int 8) <U en todus Jos puntos del mter- 


prende de que 
valo t 
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4 En la formula (6.410) hagamos tender el número m al infmito dejando 
fijados el valor z y el número p Dido lím msn Š 
ka e 


lima m?sen? E = Mat, entonces existe el límite del miembro izquior- 


do de (4,410) igual a son r/r, y el limute del producto finito 


) iguala (1) 


pes 


Luego consideremos que el último límite es diferente do cero, puesto que, st es 
igual a coro, sen y == 0) y la descomposición (4 102) queda, demostrada, Pero, 
entonces, existe tamuén el Jimie lím Z, ©). Lo donolemos mediante 
itp (01. Do las desigualdades (4.114) válidas para cualquier número m y del 
tebirema 3,43 do) tomo 1 se desprende quo 


Spa CETE 


1> pinze 


Pasando al mulo para m=- æ, de la fórmula (4.1101 tenemos 


e 
A (1 
pe 


Rpte (4440) 


4 Por último, manteniendo z fijado, en Ja formulo hagamos tondor cl 
nimero p al infinito. Dado que el miembro izquierdo de (4.116) no depende de p 
y. en virtud de las Jesigualdados (4.115) y el teorema 3.14 del tomo 1, el limite 


lim JÊ, to) existe y es igual a Ja unidad, entonces existe también el límite 
pao 


Por lo tanto, la descomposición de sen z (4.102) queda estableci: 
OBSERVACIÓN De manera completamente análoga a las descomposiciones de 
sen z (4,102) y do cos z (4.103) pueden obtenerse las descomposiciones en productos 
infinitos de las funciones hiperbólicas 
ia 
a) 


Obsorvomos que de las dlescomposiciones de seu r, cos x- sh 
directamente las descomposiciones en productos infinitos de 
cua. thx y cihr 


sha=z [E (14 +) y ch 
= 


È ch z so oblicuen 
las funciones teg r, 
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Complemento 3 


Métodos generalizados de la sumación 
de series divergentes 


En todo el capítulo 4 Jlamábamos suma de la serie 


Y bd Ht eo (4447) 
a 


el límite $ de la sucesión (Sp } de las sumas parciales de osta sorie (a condición 
do que esto límite existe). 

En algunos problemas del análisis matemático que son de interés tanto 
tórico como práctico, debemos operar con series para las cuales la sucesión de 
las sumas parciales no converge y la suma en el sentido mencionado en el cap. á no 
existe Tógicamente, sul el problema de la generalización del concepto de suma 
fz la serie y la sumación de la soro divorgonte on sentido común (4.117) empleando 
Sigunos métodos generalizados. En el presente complemento nos delengamos en 
algunos métodos generalizados de la sumación de series divergentes, 

Primero vamos a dar la característica general de los métodos de la sumación 
que examinamos. Es lógico exigir que el concopto generalizado do la suma 
fhciuna el concepto ordinario de suma a docir más exactamente la serte conver- 
gente en sentido corriente que tiene suma ordinaria S debe tener la suma generalizada 
Sue ectambita igual a X, El méinda de mmnación que pore dicha propiedad se 
Amoma regular, 

Tuega. es lógico subordinar el concepto de suma generalizada y ln siguiente 


condición: s la serte Y, un tiene la suma generalizada Ù y da serie Ñ vn 
i ima 


es la serie Ñ! (Aa 4- Bon), siendo A y B 
a 

eanstantos cualesquiera. tiene la suma generalizada (AU BV). El método de la 
<umas ión que satisface dicha condicion se denomina lineal. Como regla, on el 
análisis v sus aplicaciones se emplean solamente métodos lineales regulares de la 
sumacion. Nos detengamos en dos métodos de la sumación generalizada que son 
de especial interés para las aplicaciones 

1 Método de Cesaro *) to método de los promedios). Se dice que la se- 
rie (4.1171 es sumable por el método de Cesara sı eriste el límite de los promedios de 
las semus parciales de esta serle 


tiene lu suma generalizada Y, ento 


Si n 
Jim Sitsit otse . 44.415) 
new 
Además, el limite (4418) se denomina suma de la serie (4 AT), generalizada según 
Psaro 
La linealidad del método de la sumación de Cesaro es evidente. La regulari- 
dad dol método de Cesaro se desprende del ejemplo 1 considerado cu el Comple 
meulo 1 del cap. 3, tomo 1, En efecto, de dicho ejemplo se deduce que si la suce- 
sión (8, } de las sumas parciales de la serio (4.417) convergo al número $. enton- 
ces el limite (4.418) existe y os también igual a <S 
Aduzcamos ejemplos de series que no converg 
sun sumables por el metodo de Cesaro 


en en sentido corriente pero 


*) Ernesto Cesaro, matemática ilaliano (1859—1906). 
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31 Consideremos la serie divergente | vencia cierta 


A p 
Š 


Puesto que todas 
y todas las sumas parciales impares Sany: è 
es igual a 1,2, De esto modo, Ja seri con 

ro y su suma, según Cesaro, es igual a 12, 
2) Tomando cn consideración que y es enalguicr número real fijarlo del 
intervalo O< 7 2a, consideremos la sere «que diverge a ciencia erecta) 


an sumas parciales pares Say de esta serie som iguales «+ cero, 
Es nuidad, ol limite (41451 existo 
la es rimable por el método « 


O condi cis cun lr tosk- KEKI 


parcial $y, de esta 


En el ejomplo 2 al final del $ 5 ya hemos calculado la 
serio 
sen (n4 E) 0 en 


Su: 


Caleulemos «1 promedio «lo Jax su 


StSt 1 


A $ 
2 
3 IRE 
[8 teo mear pa] po E g, 
An sen? mweh MaS ân sen? -y 


De aqui es evidente que 


ESE 3 
E E 


Do osto modo, la serio (4.119) es sumable por el método de Cesaro y su suma 
según Cesaro es igual a (—1/2). 

2. Método de la sumación de Poisson**)— Abel. Este método de la sumación 
consiste en lo siguiente. Según la serie dada (4.117) se compone la serie potencial 


SY eu ur. na - 141420) 


St dicha serie potencial converge para todos los x del intervalo O< x< 1 u la 

suma S (7) de esta serie tene cl valor límite cqutendo lim 5 (2) en el punte 
xe i- 

4, se dico que la serte (4.147) es sumable por el método de Poisson—Atel Ade- 

dicho valor limite s» denomina suma de la serie 14.147) según Passon Abil 


%) La divergencia do la serie (4.119) se deduce fácilmente de la expresion 
de su suma parcial dada a continua 
+2) Simón Denis Poisson, matemático francés (1781—1840), 
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La linealidad del método de la sumación de Poisson—Abel no provoca du- 
dus. Demostremos la regularidad de este método. Sca que la seri (4.417) con- 
Surge eu sentido corriente y tiene la suma igual a S. Es necesario demostrar: 
1) que la serje (4.120) converge para cualquier z del intervalo 0< 1 -£ 1, 2 que 
la suma £ (2) de la serie (4 120) tiene el valor límite izquierdo igual a S en ol 
punto += 4. 

Demostremos primero la afsrmación 1). Dado que la serie (4.117) convergo, 
entonces la sucesión de sus términos es infinitesimal y, por tanto, acotada, © 
sen, existe un númer W tal que para todos los números k 


EA (120 
Empleando lo desigualdad (4 121), estumemos el múdulo de 4-ésumo termino de 


la serie (4.420) teniendo en cuenta que r es cualquier número fijado del inter- 
valo 0< 2< 4. Obtenemos 


| uzi 


SS 


Puesto que [2 |<1, la serie Y) |z [*= converge, Por tanto, en virtud de 
f] 
la oheervastón 2 del tevrema de comparación 4,3, converge también la serie 
(4.120). 
Demostremos alora la «frma 
(4.117) y sea Su suma ordiw: 


2). Sea Sp n-ésiuma suma du la serie 
impleaudo la Transformución de Abel), es 


fail crciorars de que pura enla z del intervalo 0<: y < f es válida la iden- 
Yidal 
C upah asita Y) Saht (4.122) 
m 


<ustrayemos la identidat 14.122) de Ja siguiente iduntidad evidente. 


s- ia Saai, 
Aslemas, denotando mediante r ul K-ésimo resto de la wrie (4.117), tendremos 


SY mtima Y) att 


5 1 
u men 
—sm=4—2) Y ao, (4.423) 
f 


Nuestro objetivo es demostrar que para cualquier e > 6 existe un $ > 0 tal que 
yl miembro izquierdo de (4.12% es menor que, e para lodos los < que satisfacen 
Jas desigualdades 1 — 5< += t. Dado que el resto ry de la serie (4.117) Liendo 
a vero para k— co, entonces para el número positivo 2/2 existe nn número kg 


tul que rpe e/2 cuando dk ky De vste modo, 
ÉS alot D rajet 
a-a È nr <a Y rajeg. 
K rah 


Jars establecido la transformación de Abel (4-82) on ol p. 2 del € 
En el caso considorado es necesario poner en (4.821 n= 41. Sn = 0 y después 
hacer tender p al imfimilo. 
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Queda por demostrar que para z bastante próximos a la unidad 
hat 
rah | a 


da 


ro esto es obvio, puesto que la suma en la última desigualdad está acotada 
a regularidad del método de Poisson—Abel queda demostrada, Como ejemplo 
volvamos a considerar la serie divergente 


Y A A 012 
a 


Para esta serie compongamos la serie potencial de forma 14.120) 


Es obvio que la última serie converge para todos los y del intervalo UV s=: 1 y 


tiene la suma igual a S (o = + 


Ya que 


lan St= lim 7 
1-0 e t-0 


la sore 14.124) es sumable por ol método de Poiscon— 
Poisson -- Abol os igual a 1/2, 

Fizemos la atención en que Ja suma de la wnio (4.424) sogún Poison - Abel 
coincide con su suma según Cesaro. Esto hecho no os casual; puede demostrarse 
que si la sorie es sumable por el método de Cesaro, es también sumable por el 
método de Poimou—Abel con tal de que la suma de nsin serio ses 
coincide con su sura según Poisson—Abel. Má: que eso, «xisten series sumablos 
por el método de Poisson— Abel no sumubles por el método de Cosaro* i. 
a investigación detallada de todos los métodos posibles de la sumación generali- 
zada de series divergentes se hace eu lo obra de G. Hardy «Divergont socios», 
NY, Academic Press, 1948, 


al y au suma sustón 


*) De este modo, puedo de 


que el metodo do Poisson—Abel es más 
«efectivo» que el de Cesaro. 
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FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 


$ 1. Concepto de función de varias variables 


1. Sobre las dependencias funcionales entre varias magnitudes 
variables. Al estudiar muchos problemas de las ciencias naturales 
se encuentran dependencias entre varias magnitudes variables, en 
las cuales los valores de una de dichas magnitudes variables se de- 
terminan completamente por los valores de las demás variables. Así, 
por ejemplo, al analizar ciertas características físicas de un cuerpo 
(por ejemplo, su densidad p o temperatura 7), hemos de considerar 
el cambio de estas curacterísticas cuando pasamos de un punto del 
cuerpo a otro. Por cuanto cada punto del cuerpo se determina por 
tres coordenadas cartesianas z, y. z, las características en conside- 
ración (densidad p o temperatura 7) se determinan mediante los 
valores de tres variables x, Y, z. 

Cuando se analizan los procesos físicos que varían con ol tiempo, 
Jos valores do las características físicas se determinan por los valores 
de cuatro variables. tros coordenadas do un punto z, y. z y el tiempo 
t. Por ejemplo, al estudiar las oscilaciones acústicas de un gas la 
densidad p de este gas y Ju presión p se determinan por los valores 
de cualro variables z, y. z y t. Para poder estudiar las dependencias 
de esto género en el presente capítulo se introduce el concepto de 
función de varias variables y se desarrolla el aparato de investiga- 
ción de semejantes funcioni 

Wn la teoría de las funciones de varias variables os cómodo usar 
los términos geométricos. Está claro que de dominio de definición 
de una función de dos (o de tres) variables sirve cierto conjunto de 
puutos de un plano (o de un espacio). Con el fin de geometrizar 
nuestras nociones sobre nna función de m variables es conveniente 
introducir el concepto de espacio m-dimensional que generaliza 
los conceptos bien conocidos de plano bidimensional y do espacio 
tridimensional. Empezaremos nuestra exposición ulterior aclarando 
los conceptos geométricos que nos harán falta. 

2. Concepto de plano euclideo y de espacio euclideo. Los concep- 
tos de coordenadas de los puntos sobre un plano y en un espacio, que 
se conocen por el curso de geometría analítica, así como la fór- 
mula para determinar la distancia entre dos puntos, pueden ser 
empleados para la introducción analítica de los conceptos de plano 
y de espacio. Un conjunto de toda clase de pares ordenados (x, y) de 
números reales x e y lleva el nombre de plano coordenado. 

En este caso cada par (+, y) se llamará punto de dicho plano y se 
denotará con la letra M. Los números z e y se denominan coordena- 
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das del punto M. La notaci 
tiene coordenadas z e y. 

Un plano coordenado se lama euclideo sí entre cualesquier des 
puntos M' (2. y) y M” (2%. y?) del plano coordenado la distancia 
p (MU. M°) se define según la fórmula 


M tz, y) siguolica que el punto M 


pam, UN) V (e 


De un modo análogo se introduce el concepto de espacios coordenado 
y euclídeo. Un conjunto de toda clase de ternas ordenadas (X, Y. 
de números z, y, z recibe el nombre de espacio coordenado. En ost 
cada terna (2, y, 2) se Hamará punto de dicho espacio y se deno 
con la letra 37. Los números x, y, z se Haman coordenadas del punto 
M. La notación M (2, y, 2) significa que el punto M tiene por coor- 
denadas z. Y, z- 

Un espacio coordenado se denomina cuclideo st entre cualesquier 
dos puntos M' (é, y', 2) y M” (x", y”, 2") del espacio coordenado la 
distuncia p (M'. AU) está definida según la fórmula 


pla, MY V (a+ y — y) 


HIP. 


Los concoptos de plano coordenado y de espacio coordenado, tro- 
ducidos más arriba, son análogos a la recta uumérica, mientras que 
el plano euclideo y el espacio euclídeo sou análogos a la recta euclidea, 
que puede ser definida como recta numérica, entro cuyos dos puntos 
Y y a” cualesquiera está definida la distancia p (2%, 2”) según la 
fórmula p (4,2) =1B7—=2P=|1 =r |. 

Voamos ciertos conjuntos {M} de puntos del plano euclideo y 
del espacio euclídoo. 

4%. El conjunto {M} do puntos del plano euclideo, cuyas coor- 
donadas x o y satisfacen la ineenación (+ — a+ (y — Ù)? <: Rè, 
se denomina, según se sabe, círculo de radio R con centro en el punto 
Ma (a, b). Si las coordenadas z e y satisfacen la desigualdad estricta 
(a — a+ (y — b)? < R°, el conjunto (M) se lama círculo abierto. 
En el espacio cuclídeo el conjunto {M } de puntos, cuyas coordenadas 
z, y, z salistacen la desigualdad (1 — a)? + (y — DIH (3 - e < 
<R?, se llama, según se conoce, esfera de radio R con centro en el 
punto Me (a, b, c). Si las coordenadas s, y, z satisfacen la desigual- 
dad estricta correspondiente, el conjunto (M) se denomina esfera 
abierta*). 

25. El conjunto {M} de puntos del plano euclideo (del espacio 
euclideo), cuyas coordenadas z e y (2. y, z) salisfacen las inecuaciones 
lz -al< doly bl Sd (z~ ald, ly —b1<d, y 
|z -- e |< ds). se Mama rectángulo coordenado (paralelepipedo coor- 


*) Es evidente quecl circulo y la esfera son coujuntos (M) de puntos de un 
plano y de un espacio, para los cuales p (W, MaS R. 
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denado) con centro en el punto M, (a. b) (en el punto Me (a, b, 0)). 
Concepto de función de dos y tres variables. AJ hacer uso de 
los términos geométricos, podemos enunciar del modo siguiente el 
concepto, ya conocido, de función de una sola variable. 

Si a todo punto M de cierto conjunto {M} de puntos de la recta 
euclidea se le pone en correspondencia, de acuerdo con una ley conocida, 
un cierto número u, se dice que sobre el conjunto (M) viene dadu una 
función u = u (M), o bien u = f (M). 

Introduzcamos ahora el concepto de [unción de dos variables. 

Si a todo punto M de cierto conjunto de puntos {M} del plano 
euclideo se le pone en correspondencia, de acuerdo con una ley conocida, 
cierto número u, se dice que sobre el conjunto {M } viene dada una fun- 
ción u = u (M), o bien u = f (M). 

Advirtamos que el concepto de [unción de dos variables difiere 
del concepto, enunciado anteriormente, de función de una sola va- 
viable solamente en que en lugar de las palabras erecta euclidea» 
se emplea el término «plano cuclídoo». De un modo análogo se intro- 
duce el concepto de función de tres variables. Con este fin, en Jugar 
del conjunto {M} de puntos del plano euclideo se debe tomar un 
conjuuto {M} de puntos del espacio euclideo. 

Por cuanto el punto M del plano euclideo se determina mediante 
dos coordenadas x © y, en tanto que el punto 37 del espacio 
euclideo, mediante tros coordenadas z, y, z, para las funciones de 
dos y de tres variablos se emplearán, respectivamente, las desi- 
guaciones w = f (x, y) y u= f (z, y, z) Si la función u 
=>) (M) está definida sobre el conjunto (37). dicho conjunto se 
denomina dominio de definición de la función u = f (M). El nú- 
mero n, correspondiente al punto dado M del conjunto {M}, se 
Mamará valor particular de la función en el punto M. 

La colección {u} de todos los valores particulares de la función 
n — f (M) se Jlama conjunto de valores de dicha función. 

Pura una función de dos variables puede introducirse el concop- 
to de gráfica: lMámase gráfica de la función u = f (x, y) a una supi 
ficie, cuyos puntos tienen coordenadas (2, y, f (2), Y). 

le aquí unos ejemplos de funciones de dos y tres variables. 

© u= El dominio de definición de esta fun- 
ción es un círculo de radio 2 con centro eu el origen de las coordo- 


nadas, mientras gue el conjunto de valores cs un segmento 0 < n < 2. 

, 1 a pea 5 A 

2 u = 23 Pl dominio de definición de esta función 
VAF 


es un conjunto de puntos dispuestos fuera del círculo de radio 2 con 
centro en ol origen de las coordenadas, en tanto que el conjunto de 
valores es una semirrecta abierta u > 0. 

Y cos ("+ 17). El dominio de definición de esta fun- 
ción es un conjunto {W} de puntos, cuyas coordenadas satisfacen la 
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inecuación cos (z° + y?) > 0. Esta inecuación es equivalente a las 
desigualdades O< r+ y < F. Ma IS OE Sat 
+5, k= 14,2, ... Do este modo, el conjunto {M} se compone de 


un circwlo de radio p a72 con centro en el punto O (0, 0) y de Jos do- 
s anulares (fig. 5.1). 


Fig. 5.1 


4. u <= In xyz. El dominio de definición de esta función es un 


conjunto (17) de puntos, cuyas coordonadas satisfacen la desigual- 
dad zyz > 0, en tanto que el conjunto de valores es toda la recta 
numérica —o0 < u < -} o0. 

5°. u = z? + y?’ 2 El dominio de definición de esta función 
es todo el espacio enclídeo, on tanto que el conjunto de valores es la 
somirrecta u > Q. 

4. Conceptos de espacio coordenado m-dimensional y de es- 
pacio cuclídeo m-dimensional. Un conjunto de toda clase de colec- 
ciones ordenadas (£,, Zg, - » ., Tm) de M números Ty, Ly, , Pa 10 
Mama espacio coordenado m-dimenstonal A” 

En este caso cada colección ordenada (74, £s. - « «+ tm) se deno- 
minará punto de este espacio y se denotará con la letra W. Los 
números z}, Za, - - »: Zm Se Haman coordenadas del punto M. La 
notación M (z,, Tz, - - .. £m) significa que el punto M tiene coorde- 
nadas z, £s, - - :« Em. Introduzcamos el concepto de espacio euclideo 
m-dimensional. Un espacio coordenado A” recibe el nombre de espacio 
euclideo m-dimensional E” si entre dos puntos M' ((2;, ty, -Ha 
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y M" (ai, 2}, - -. Xm) cualesquiera del espacio coordenado A” está 
definida la distancia *) p {M', M”) según la fórmula 


PM’, M) =V GIRAR F aaa (5-1) 


Los conceptos introducidos de espacio coordenado m-dimensional' 
A” y do espacio euclídeo m-dimensional £” son una generalización 
de los conceptos, mencionados más arriba, de espacio coordenado 
y de espacio euclídeo, 

5. Conjuntos de puntos del espacio euclideo m-dimensional £”. 
Mediante el símbolo {M} se denotará cierto conjunto de puntos del 
espacio ouclídeo m-dimensional Æ™, Analicemos algunos ejemplos 
de conjuntos en el espacio cuclídeo m-dimensional £”. 

1°. El conjunto {M} de toda clase de puntos, cuyas coordenadas 
Zis Tas +: ++ Zm Salisfacen la inecuación (2, — 212 + (z, — 22h 
+00. H (Em — In)? < R°. se denomina esfera m-dimensional de 
radio R con centro en el punto Ma (17 + 22, . . ., m). De este modo, 


mensional os un espacio métrico. Un conjunto 
urbitrario {M}, cuyos element Human puntos, se llama espacio métrico si 
existe una regla, con cuya ayudo a dos puntos M y M” cualesquiera del con- 
junto (4) se les pone on correspondencia cierto número p (M', M”), denomina- 
do distancia entre dichos puntos En este caso la citada regla ha de ser tal que 
se cumplan los axiomas (axiomas del espucto métrico) siguicutos: 1) para M’ y M” 
enalosquiera p (M', M*) —p(M”, M') (simetría de la distancia); 2) para M’ 
y M” cualesquiera p447’, M*) 20, con la particularidad do que si pM 
M’; =u, Jos puntos M''y M” coinciden; 3) para tres puntos M'. M*, M° 
cualesquiera se cumplo la desigualdad p (44, MIS p (M. M°) + p OH”, M”) 
tleigualdad triangular). 

Curetorómonos de que ol espacio onclídeo m-dimensivnal introducido es real- 
mente un espacio métrico. En víecto, la validez de los primeros dos axiomas del 
espacio métrico es obvia (vénse la formula (5.1). Vamos a probar la validez del 
tercer axiomas 

bean ri 25, sẹ las coordenados de los puntes 31”, M”, M”. Tenemos 
PW, Mey A D ap D a i ia 

A á a 


*) El espacio euclideo m 


rih Y) (a Supomendo z7 — rja; y t, = b; y aprovechando Ja 


po 
desiznaldad de Buniakovski ¡véase la desigualdad (130) en cl Complemento 4 


que Y prp ES | N ra. x 
i 


al ewp 4) hallares 


m, woal | 


es ecir, pW, WAE pW, WS pes, Wa 
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una esfera m-dimensional se define como cl conjunto {Af} de Loda 
clase de puntos W, la distancia p de cada uno de los cuales hasta 
cierto punto Me (centro do la esfera) satisface la desigualdad 
pM, My) < R. Si la distancia p (M, A) de cada punto del con- 
junto (41) hasta el punto M, satisface la desigualdad estricta 
PIM. M) <h, ol conjunto {M} se Mama esfera m-dimenstonal 
abrerta. 

2. El conjunto EI} de puntos, Ja distancia de cada uno de los 
cuales hasta cierto punto Me satisface Ja relación p (M, My) =/, 
so llama esfera m-dimensional de radio R con centro en el punto My 

P. El conjunto £M} de puntos, cuyas coordenadas zy, Te 

+ y £a Satistacen las inocuaciones |. — x) | dy | la 
Ed os 1 — 2 1 < dm se Mama paralelepipedo coordenado 
m-dimensional. Además, el punto Wa Qy. Li +... Im) se Hama 
contra de este paralelepípedo m-dimensioua). Si las coordenadas 
A ito {A } satisfacen las desi- 
gunldades "estrictas |z — 7! | ed (ta — A | <da >- 

s lrn ~ La |< dm el conjunto {W} so Nama paralelepipedo 
coordenado m-dimensional abierto. 

Introduzcamos el concepto de s-entorno del punto Mo de un espa- 
cio euclideo m-dimensional y el de entorno rectangular del referido 
punto My. Llamaremos e-entorno del punto My (Ly Ts Cm) 
del espacio euclideo m-dimensiónal E™ una esfera m-dunenstonal 
abierta de radio e con centro en el punto AJo. Se denomina entorno 
reclangular del punto Mo (3%, dls... Xa) de un espacio curlideo 
m-dimensional. un paralelepiped? coordenado m-dimensional abierto 
cualquiera con centro en el punlo My. 

Es valida la siguiente afirmación evidente 

Cualquier e-entorno de un punto M, del espacio euclideo m-dimen- 
sional E" contiene cierto entorno rectangular de este punto. Un entorno 
TENE cualquiera del punio M, contiene cierto e-entorno del pun- 
to Mo. 

Sea {M} un conjunto de puntos del espacio euclideo m-dimen- 
sional E", Introduzcamos los conceptos siguientes. 

El punto M del conjunto (WM) se llama punto interior de dicho 
confunlo st existe cierto e-entorno del punto M, cuyos puntos todos 
pertenecen al conjunto (M). 

El punto M*) se denomina punto de frontera del conjunto {M} 
si todo e-entorno de este punto contiene lanto los puntos pertenecientes 
al conjunto {M}, como también los que no pertenecen a {M}. 

El conjunto {M } del espacio E” se llama conjunto o dominio abierto 
si cualquier punto de dicho conjunto es interior. 

Si todo punto de frontera del conjunto {M} es punto de este con- 
junto, el conjunto {M} se denomina cerrado 


tii 


Trtamos que en este caw el pinio Af puede no perlenocer al con 


junto {W} 
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S» el conjunto {4f} es un dominio, el conjunto (37), obtenido 
sumando a {M} todos los puntos de frontera de esto conjunto, se 
denomina dominio cerrado. 

Advirtamos quo si todos los puntos del dominio {M} se dispo- 
nen en el interior de cierta esfera, este dominio se llama limitado. 

En lo ulterior nos hará falta el concepto de conjunto conexo. 
Introduzcamos preliminarmente el concepto de curva continua en el 
espacio multidimensional £", 

Llamaremos curva continua L en el espacio E" al conjunto {M} 
de puntos de este espacio, cuyas coordenadas Xy. Ya. ., £m son jun- 
ciones continuas de parámetro t: 


EOS Im = Pm aiB (5.2) 
Diremos que los puntos M’ (z;, 25... ., 2) y M” G 
del espacio E" pueden unirse mediante una curva con 


existe nma curva continua L tal, definida mediante las ecua 
paramétricas (14.2), que 


4 qa q, -.. 
Fio alB 23- 42 (BP). = €n (P). 
Fawnciemos el concepto de conjunto conexo. El conjunto (M) del 
espacio E” se llama conezo si dos puntos cualesquiera del mismo pueden 


ser unidos con una curva continua, cuyos puntos todos pertenecen a este 
conjunto 


oNSERVACION — Advirtumos que a veces llámase dominio a un 
conjunto abierto y conexo, y no simplemente a un conjunto abierto. 
Veamos el ejemplo siguiente, 
El conjunto {W} de puntos de 2” definido por la ccnación 


zh ma 
Ea, (5.3) 


Ein = Qin (4). 


se Ilama elipsoide m-dimenstonal. Los puntos de un elipsoide m-di- 
mensional son puntos de frontera del conjunto {A7} de puntos M, 
cuyas coordenadas satisfacen una inecuación 


tha 


Este conjunto es un coa, 
m-dimensional. 

El lector mismo puede convencerse con facilidad de que ol con- 
junto de puntos interiores de un elipsoido m-dimensional es un con- 
Junto abierto y conexo. Advirlamos que un elipsoide m-dimensional 
«efinuto por la relación (14.3) es un conjunto cerrado. 

Ll dominio de definición de la función 


to de puntos interiores de un elipsoido 


u= Vos (F 
es un conjunto inconexo (véase ejemplo 3° del p. 3 y fig. 5.1). 
picar 
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Para concluir, convengamos en llamar entorno del punto M a todo 
junto abierlo conexo en el que eslá contenido M. 

6. Concepto de función de m variables. Jntroduzcamos «l concepto 
de función de m variables, 

Si a todo punto M del conjunto {M} de puntos del espacto euclideo 
nrdimensional E” se le pone en correspondencia, de acuerdo con una ley 
determinada, cierto número u, suele decirse que sobre el conjunto {M } 
está dada la función u = u (M). o u — f (M). En oste caso el con- 
junto (17) se llama dominio de definición de la función u = f (M). 

El número u, correspondiente al punto dado M del conjunto 
{M}, se Mamará valor particular de la función en el punto M. La 
colección {u} de todos los valores particulares de la función u =- 
+= f (M) se denomina conjunto de valores de dicha función. Por cuanto 
el punto M se define mediante las coordenadas Ty, Lay -+ Xps 
para la función u = f (M) de m variables se emplea también lv 
dosignación u = f (E Ea -s Tm): 

Veamos unos ejemplos do funciones do m variables. 

19. Sea u-- V 152i mar — rihn Como dominio de definición 
de esta función interviene, evidentemente, una esfera m-dimensiona 


co 


de radio 4 con centro en el punto O (0, O, . . .. 0). Es conjunto de 
valores de la función en consideración el segmento (0, 11. 
2°. Sea u= L . Como dominio de defi 


Vi 
nición de la función sirve el conjunto (17) de puntos interiores de un 
elipsoido m-dimensional. El conjunto de valores do esta función 


está representado por una semírrecta u > 1. 
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1. Sucesiones convergentes de puntos en un espacio cuclídco 
m-dimensional Æ". Criterio de convergencia (de Cauchy) de una suce-. 
sión. Examinemos.on ol espacio euclídeo m-dimensional £” una succ 
sión de puntos (M,] *). Enunciemos la definición siguiente. 

La sucesión {M} de puntos del espacio euclideo E” se llama con 
vergente si existe un punto A tal que para un número positivo + cual- 
quiera puede indicarse un número N **) tal gue para n > N se cumple 
la inecuación p (Mn, A) <€. En este caso el punto A se denomine 


+) El concepto de sucesión de puntos en el espacio cuclídeo £" 
del modo siguiente. pongamos que a todo número » de una serie 
números 1, 2, , - ., 1, - ; . se lo pone on correspondencia un punto Af, del 
ouelídeo Em: La serie de puntos My. Me. - -: Mp, -  - que apareces en este caso 
y se examina on el orden indicado, so denon "iucestán de puntos del 
feldo £%. Pori mayor brovedad. dicha sucesión se denotará con -l simbo 
lo {Hn}. 

E hor cuanto el número W depende, como regla, dea, a veces co cscribo 
N =N (e). 
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limite de la sucesión (My). Para designar el límite A de la sucesión 
{Mn} se emplea el símbolo siguiente: 
mM, =A, oben M,A cuando 100. 

Demostremos el lema siguiente. 

Lema 1. Supongamos que la sucesión {Mn} de puntos del espacio 
euclideo E" converge hacia el punto A. Entonces, las sucesiones (2%), 
fa), ..., fa} de coordenadas de los puntos My convergen hacia 
las coordenadas correspondientes y, ag + o, del punto A, y, 
viceversa, si las sucesiones fa). {9}, 2009 de coordenadas 
de los puntos My convergen, respectivamente, pa los números ay, 
ar «>> am, la sucesión {Mn} converge hacia el punto A que tiene 
coordenadas 01, ay, . -y Amo 

DEMOSTRACIÓN — Domostremos Ja primera parte del lema. Si la 
sucesión A), converge hacia el punto A, puede indicarse, cualquiera 
que sea e > O, un número N tal que para z > N se cumple la desi- 
gualdad p (Mp, A) < e. Sean (2%, a, .... 222) Jas coordenadas 
dol punto Mu, y sean (a. as, » + .. dm), las coordonadas del punto A. 
Entonces, la desigualdad p (Mn, 4) < e puede escribirso del modo 
siguiente: 


V EPa a o FaN aee (0.4) 
De aquí se deduco que, cuando n 3> N, so cumplen Jas inocnaviones 


Jamaa |< e, jaa 8 o Vam 


E 


Dicho de otro modo, las sucesiones (22), (291). (2:23 do 
coordenadas de los puntos M, convergen, respectivamente, hacia 
los números a, da, - - +, am. Demostremos abora la afirmación 
inversa. Supongamos que las sucesiones citadas de coordenadas do 
los puntos M, convergen, respectivamente, hacia los números 
Ap da -y Am. Entonces, para cualquier e >0 pueden indicarse 
unos números Ni. Ns... .. Nwa tales que para n>N. n> 
2N2...n> Nm se cutaplan las inecuaciones correspondientes 


Pa l<z EAS sa Ran] 


yE’ 


Ti 


Do aquí se deduce que para n >N = máx (Vi Na Nu} 
so cumple la inecuación (14.4). En otras palabras, cuando n => A 
se cumple la inecuación p (Mp. A) <£, donde A es un punto de 
E" con las coordenadas a), as, dm. Así, pues, la sucesión 
{An} converge hacia el punto A. El lema queda demostrado. 

Formulemos la definición do sucesión fundamental de puntos 
en mn espacio euclideo m-dimensional. La sucesión {Mn} de puntos 
de un espacio euclideo m-dimensional se denomina fundamental, © suce- 
us 
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v de Cauchy si para cualquier número positivo e puede indicarse un 
número N lal que para n > N y para cualquier p natural se cumpla lo 
desigualdad p (Mn+y: Ma) < e. Es válido el siguiente criterio de 
convergencia de una sucesión (criterio de Cauchy). 

Para que la sucesión (Mn) de puntos de un espacio cuclideo m-di- 
mensional sea convergente, es necesario y suficiente que la misma sea 
Jundamental. Con el fin de convencerse de la validez del criterio 
enunciado, basta notar que el caráctor fundamental de la sucesión 
{Mn} determina el carácter fundamental de las sucesiones (2%), 
fag), -a (9) de coordenadas de los puntos Mn y, vicoversa, 
si Jas sucesiones mencionadas de coordenadas son fundamentales, 
lo será también la sucesión {M}, y luego basta aplicar el criterio 
de Cauchy para las sucesiones numéricas a las sucesiones de coorde- 
nadas de los puntos (Af, ) y el lema 1, enunciado más arriba. 

2. Algunas propiedades de las sucesiones acoladas de puntos en un 
espacio euclideo m-dimensional. Introduzcamos el concepto de 
sucesión acotada de puntos en nn espacio cuclídeo m-dimensionual. 
La sucesión (My) de puntos de un espacio euclideo m-dimensional se 
denomina acolada si existe tal número a >> O que para todo n se cumple 
la desigualdad p (0, Mn) < a, donde O es un punto cuyas coordenadas 
son todas iguales a cero. Dicho de otro modo, la sucesión (M,,) ostá 
acotada si todos los puntos M, de esta sucesión están en ol interior 
o en la frontera de cierta esfera con centro on ol origen de las coor- 
denadas. 

Es válido ol siguiente teorema /undamental. 

Teorema 5.1 (teorema de Betzano —Weoierstrass). En sucesión 
ucotada {Mn} de puntos de un espacio euclideo m-dimensional se puede 
distinguir una sulsucesión convergente. 

DEMOSTRACIÓN Primero corciorémonos de que las sucesiones 
BO, LP, a f) de coordenadas de los puntos M, están 
acotadas. En efecto, por cuanto la sucesión {Mn } está acotada, para 
todos los n so cumple la desigualdad p (O, Mn) < a. Dado que 


pO, Ma) = VA ETF... ag de aquí se infiere 


que para todo n se cumplen las inecuaciones | | < a, |a” |< 
Sa... [aR |<a En otras palabras, las sucesiones (2/”) 
amy, a, frw} de coordenadas de los puntos M están acotadas 
En virtud del teorema de Bolzano—Weierstrass para las sucesiones 
numéricas (véase p. 4, $ 4, cap. 3, 1 1), en la sucesión (20%) se 
puede distinguir una sucesión (x, "1 ] que converge hacia cierto 


número a. Examínemos la subsucesión correspondiente (fx, "y 


do la sucesión de segundas coordenadas de los puntos Mp. En vista 
del mismo teorema, en la subsucesión (x/"*%) se puede distinguir 
una subsucesión (25%) que converge hacia cierto número a, 
Advirtamos que la subsucesión {z;"*»}} de la sucesión fa) 
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converge hacia el número a. Así, pues, las sucesiones (2(%%] 
y tx) convergen hacia los números e, y a,, respectivamente. Es 
evidente que al distinguir en la subsucesión (xí"%?) de la sucesión 
de terceras coordenadas do los puntos M, una subsncesión {ah} 
que converge hacia cierto número ay, las subsucesiones (2%), 
En k gro) convergen hacia los números respectivos dy, ap, y. 
sontinuando estos razonamientos, obtendremos, en fin, una sub- 
sucesión {z%^m}, convergente hacia cierto número dm, de la su- 
cesión de m-ésimas coordenadas de los puntos Mn, con la particula- 
ridad de que las subsucesiones (2wW3, {rhm}, ..., (andy 
convergen hacia los números 41, aa, - . ., am, respectivamente. Mas, 
en este caso, debido al lema 1, la subsucesión (Mp, ) do la sucesión 


de puntos (M7, } converge hacia el punto A que tiene por coordenadas 
Gs, üs, s Am El Leorema está demostrado. 

onservación El límite A de la sucesión Eur do puntos porte- 
necientes al conjunto cerrado (M7) pertenece también a dicho con- 
junto. Para cerciorarmos de ello, basta notar que en cualquier e-on- 
torno del punto A hay puntos Ma, es decir, puntos del conjunto 
(17), por lo cual el punto A es o bien un punto interior o bien un 
punto de frontera de {W}. y, por consiguiente, pertenece a (an. 

3. Concepto de valor límite de una función de varias variables. 
Examinemos la función u (M). definida sobro el conjunto {M} 
dle un espacio euclideo m-dimensional, y un punto A de dicho con- 
Junto que, quizás, no porteneco al conjunto (37), pero posee la pro- 
piedad de que en cualquier e-entorno de esto punto está contenido 
al menos un punta del conjunto {M}, distinto de A 

Definición 1. El número b se llama valor límite de la función 
u ~ f (M) en un punto A (o bien límite de la función para M— A) 
st para cualquier sucesión Mi, Mas +... Mus... de puntos del 
conjunto Sn, la cual converge hacia A y cuyos elementos M., son 
distintos de A *) (Mn A), la sucesión correspondiente f (M), 
I (Ma). -- - $ (Mn) . . . de valores de la función converge hacia b. 

Ta definición aducida se llama definición de valor límite de una 
función con ayuda de las sucesiones. Formulemos otra definición 
de valor límite de una función, utilizando la se — ð» terminología. 

Definición 2. EI número b se denomina valor limite de la función 
u =f (M) en el punto A si para cualquier número positivo e puede 
indicarse un número positivo $ tal que para todos los puntos M del 
dominio de definición de la función que satisfacen la condición 0 < 
<p (M. A) <Ô se verifica la inecuación |f(M)—b|<e. 

OBSERVACION Las definiciones 1 y 2 de valor límito de una fun- 
ción son equivalentes. La validez de esta afirmación puede serde- 


requisito se debe, on particular, a que a función a = f (A) puede 
inida en el punto 4 
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mostrada del mismo modo que la equivalencia de dos definiciones 
de valor límite de una función de una sola variable. Para denotar 
el valor límite b de la función u — f (M) en el punto A se aplica el 
símbolo siguiente 


lim J(M)==b, o bien lim fts tas 
Moa zonas 


donde a, dz -.., am son las coordenadas del punto A. 

Enunciemos la definición de valor límite de una función cuando 
el punto W tiende al infinito. 

Definición 3. El número bse llama valor límite de la función u = 
= 7 (Mf) cuando M — co (0 bien limite de la función cuando M — 00) 
si para cualquier número positivo e puede indicarse el número positivo a 
tal que para todos los puntos M del dominio de definición de la función 
que satisfacen la condición p (O, M) > a, se cumple la inecuación 
11M —b|<e. 

Las operaciones aritméticas con las funciones de m variables que 
tionen el valor límite en el punto 4 conducen a unas funciones que 
también tienen su valor límite en el mismo punto A. A saber, es 
válida la afirmación siguiente. 

Supongamos que las funciones f (AT) y g (M1) tienen en el punto A 
los valores límites b y c. Entonces, las funciones f (M) + g (M), 


1.0) — g (MD), f (00) «e (M) y Lp) tienen en A sus valores limites 


(el cociente, a condición de que e + 0) iguales a b + e, h — ¢, b'e, =, 


respecllvamente. 
La demostración de esta afirmación es análoga a la del teorema 4.1. 
A, Funciones infinitésimas. La función u = f (M) se llama infi 
nitésima en el punto A (cuando M —> A) si e JM) =0 


A 

Es fácil convencerse de que la función f (M) = (z, — m)" + 
+ -H (Em — 47 )"m , donde m, - - -, Mp SON Números positivos, 
es infinitésima en el punto A (a, Az: -n Cm) *). 

St la función u = f (M) tiene en A el valor límite igual a b, la 
función a (M) = f (M) — b es infinitéstma en el punto A. En efecto, 
„ím a (M) = lim (f 0N — b) = Yin f (M) — ím b=0. Hacien- 

ES y a a 


=A A 
do uso de este resultado, obtendremos la representación especial 
para una función que tiene su valor límite igual a ben el punto <l: 


1(M) =b4 2 (M), donde ina (M) = 0. 


») Basta considerar que cada una de las funcioni de una sola variable 
ml (ax a os infinitésima en el punto sp = ap 
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las funciones imfinitésimas de varias variables se comparan de un 
modo igual al mencionado en el p. 3, $ 2, cap. 4, t. 1 para funciones 
infinulésimas de una sola variable. Advirtamos que, al igual que 
en el caso de variable única, por símbolo o (B) se entenderá cualquier 
función infinitésima en el punto dado A, cuyo orden de pequeñez 
es más elevado en comparación con la función $ (M). infinitésima 
en el punto dado A. 

5. Condición necesaria y suficiente de existencia del valor lí 
te de una función (criterio de Cauchy). Diremos que la función 
| (M) satisface la condición de Cauchy en el punto M = A si para cual- 
suier número positivo e existe un número positivo ô tal, cualesquiera 
quesean dos puntos M’ y M”del dominio de definición de la función 
J (M) que satisfacen las inocuaciones O <p (M”, A) <8, 0 < 
=p (M”, A) <5, para los valores correspondientes de las funciones 
se verifica Ja inecuación 


LM) —J (M5) | <e. 


Fs válido el siguiente teorema fundamental. 

Teorema 5.2 (criterio de Cauchy). Para que la junción f (M) tenga 
cn el punto M = A su valor límite finito, es necesario y suficiente que 
la función | (M) satisfaga en este punto la condición de Cauchy. La 
demostración de este teorema es plenamente análoga a la del teo- 
rema 8.2 y se obtiene de esta última sustituyendo las letras r y a 
por M y A y cambiando las expresiones de la forma |z — a | por 
el simbolo p (M, A). 


ü. Valores límites reiterados. Para la función de varias variables u =- 


a Hrs Fg. + « ++ Zm) SO puedo definir el concepto de valor límite respecto de 
una de la~ variables zp, siendo fijos los valores de las domás vari En estu 
situación spego el cor Lo de r límite relterado, Aclarómoslo con ayuda del 
ejemplo función dos variablos z e i Sea que la función n — 

Tir. ar rr 1< dy 1 
— Nol 


¡¿Cuizás. del propio punito Mo- 
$ fijo que satisfaco la condición Y << £ 


Supongamos que i y —=19< de 
unción « => f (2. y) de nna variablo + on el punto 


oxixte el valor límite de la 
lím fiz, 1=9W, 
pije 


y que, además, existe el valor límite h de la función q íy) en ol punto y = pp: 


lim pip) =b. 
urve 


Kin esto caso se dico que existe el valor e reiterado b para la funcion n <- 
= fiz. y) en el punto Ma, el cual se denota del modo «igniento: 


lim lím f(z, =b. 
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Análogamonte se define cl valor límite reiterado 


lim lim fi, y) 
Ae Y 00 


Demos a conocer las e jones suficien! 
límites reiterados recién introducidos. 

Teorema 5.'t. Supongamos que la junción u == f (z, y) está definida en certo 
entorno rectangular } x — zo | < dy \ y — yo | < dy del punto My (zo: vol Y 
tene en dicho punta el valor límite b. Admitamos tambien que para cualguier x 


s de igualdad entre des valores 


Hijo, 0< | 7 -- ro | < dy, existe el valor limite iia) = lim f(x, u) y para 

cualquier y fyo, 042 | y — yo |< da, criste el valor Umite q W Tim fio 

Eu. Aii tado estan los Galorás ano valei li A TAE yty 
lim Mm fo vh iguales a b. MRENE 


EA 
DEMOSTRACIÓN Porcuanto la función u tz, y) Lone eu Ma (ag. yy) el va- 
Jor limito b, podemos indicar para todo « > 0 lal ô => U que cuando | r Tal 
=< Ô e | y -— yo | < 5 so cumple la inecuación } f (z, y) — b |<< e, De esto mo 
do, en el entorno reotengular |a — zo| <Ò e |y — ve l< 5 del punio We 
los valores de lu función / (z, y) so diferencian de b en una magnitud no superar 
a e. Mas, en oste caso, los valores límites y (<) y q (2), aducidos en la formula- 
ción del teorema, para r © y que satisfacen las inecuaciónes | z — 7s 108 
Ly — yọ | < 5, también difieren de b en una magnitud no superior s +. Por 
consiguiente, los valores límites de estas funciones en Tos puntos Ty © 4, existen 
y son iguales a b. El teorema está demostrado. 
Se puedo definir el concepto de límite resterado para las llamadas =wersto- 
nes dobles, {amn}, cuyos elementos am, se determinan por dos índices m y n. 
A saber: el simbolo lím lím umn quiere decir que al principio œ deline 
bn = lim Amn: y luego se halla cl límito de vsta suce 
> 


una sucesión fon 


sión Jh 
cimos, por ejemplo, la sucesión doble fap}. donde amn == cosznnts a 
us un número fijo. Domostremos que 


lím lim cosm2anlz = ( 4 si ces un número racional, 
0 si z es un número irracional. 


tenemos 
SA 


En efecto, si z = p/q, donde p y q son números enteros, para n 53 
cos 2al = 4, y, por eso. Jim co" 2xol7 = 1. En otras palabra 
macs 


»> 
os un número racional, se ticae lim Jim cos Sants -= 1. Si, on combo. s 
us irracional. para todo n se cumple la inccuación | cos 2xmtr | << t. por lo 
que lm cosh Zanta = O, os decir, lim Km cos™ 2aniz = 6 
ONSERVACIÓN, Haciendo uso del resultado obtenido. podemos defluit anali- 
ticamente la función de Dirichlet (véase p- 1. $ 1, cap. 4,t. 1), como limite reite 
rado lim lim coc 2anlr, 
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1. Definición de continuidad de una función de varias variables. 
Supongamos que el punto 4 pertenece al dominio de definición de 
¡2 función a = / (M) de varias variables y que cualquier «-entorno 
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«el punto A contiene puntos, distintos de A, del dominio de defini- 
ción de dicha función 
Definición 1. La función u = f (M) se llama continua en el pun- 
to A si el valor límite de esta función en el punto A eziste y es igual al 
valor particular de f (A). Advirlamos que por cuanto A = lim M, 
M-A 


la condición de continuidad de la función puede ser escrita en la 
forma siguiente 

lím /(3)=/(lím My. 

MaA MA 


Los puntos, donde la función no poseo la propiedad de continuidad, 
so llaman puntos de discontinuidad de esta función. 

Formulemos la definición de continuidad de una función, em- 
pleando la definición de valor límite de una función eon ayuda de 


y ô. 

Definición 2. La funrion u = f (M) se lama continua en el pun- 
to A st para cualquier número positivo « puede indicarse tal número 
positivo $ que para todo M del dominio de definición de la función que 
satisface la condición p (M. A) <8, se cumple la inccuación | f (M) — 
=A | <e. 

Definición 3. La función u = f (M) se Hama continua sobre cl 
conjunto {M} st lo es en cada punto de dicho conjunto. 

Llamemos incremento o incremento total de la función u = 1 (M) 
en el punto A la función Au que se define mediante la Jórmula 


Au = f (M) — f (A), 5.5 


donde M es un punto cualquiera del dominio de dofinición de la 
Supongamos que A y A tienen coordenadas respoctivas 


y ki < tm. Denotomos 7, — 4, = ATi, Ta — 
— Ay Dos Tm — üm = Afm. Utilizando estas denotaciones, 
oblendremos la siguiente exp para el ineremonto de la fnneióu 


An, correspondiente a los incrementos de los argumentos Ary, . 
a Úlima 
Au s f (ay + A Am F Am) — 
— f (01, Ap Am) (5.6) 
Evidentemente, para que la función u = f (M) sea continua en el 
punto A, es necesario y suficiente que su incremento Au sea una fun- 
ción infinitésima en el punto A. os decir, es necesario y suficiente 
que se verifique la igualdad 
lím Au = lím / (M) — f (A) — 0, o bien lim Au =0. (5.7) 
asa MA ao 
A] 
ar 
La condición (5.7) se Mamará forma en diferencias de la condición 
de continuidad de la función u = f iM) en el punto A 
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Para la función de varias variables u —= f (2), Za ---) 2a) 
podemos definir ol concepto de continuidad respecto de una de las 
variables, siendo fijos los valores de las demás variables Para 
definir este conceplo, examinemos los llamados incrementos parciales 
do la función u= f (Zy, Za, ..., 2) en el punto M (z, Ta, 

«=, Zm) perteneciente al dominio de definición de la función. Fije- 
mos todos los argumentos, a excepción del primero, y atribuyamos 
al primer argumento un incremonto arbitrario Az, tal que cl punto 
con las coordenadas x, + Az, -, Zim esté en el dominio 
de definición de la función. El incremento correspondiente de la 
función se denomina incremento parcial *) de la función en cl punto 
M (ris Za ---. m) correspondiente al incremento Az, del argu- 
mento 7, y se designa por Ax, u. De esto modo, 


Az U = ] (2 + Aro Tn. Em) — f (E Ens + Smd (5.8) 


De un modo igual se definen los merementos parciales de la función 
correspondientes a los incrementos de otros argumentos: 


Auti (Ti Za Åtg Ta oer Cm) — f (Lis ao ++ 


Ay, too f (Eis Zar o ee Piar Em F AT) — f (Eis Tys + 


lutroduzcamos ahora el concepto de continuidad de la unción 
u s: f (Uj2 čp +- «+ Zm) respecto de una de las variables. 

La función u =$ (Ey, Za» - - -+ Em) se lama continua en el punto 
W (213 Los » . :+ Zm) respecto de la variable xp si el incremento parcial 
x,t de esta función en el punto M es una función infinitésima de Ax... 
es decir, si 


lim Az u=0. (5.10) 
PENE 
Siendo fijas todas las variables, a excopción de la 24, la función 
u = f (Zu To » > <> Zm) es la función solamente do esta variable 
Notomos que la continuidad de la función respecto de la variable Y, 
significa la continuidad de esta función de variable única. Es evi- 
dente que de la condición de continuidad de la función u = f (ri. 
Zas - - -s Zm) on ol punto dado Af so desprende la continuidad de osta 
función en el punto Af respecto de cada una de las variables 2. 


Xq «is Zm Sin embargo, de la continnidad de la función on el 
punto M respecto de cada una de las variables zi Zy .. à Im no 
se deduce, por regla general. la continuidad de la función en este 


punto. Para cerciorarnos de ollo, veamos los ejemplos sigmentos 
4°. Diremos que la función u = f (11) — f (z. y) es continua 
en el punto A7 sobre cierta recta que pasa por dicho punto, sí para 


co El término ciucremonto. parcial» se emplea para distinguir este incre 
mento del incremento total (5.6) correspondiente a los incrementos arbitrari: 
Azy, ATs, -e Atm de todos los argumentos zy, fg, >- as m- 
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toda sucesión de puntos (4/,) de esta rocta convergente hacia ol 
puuto 17 la sucesión correspondiente {f (M,)) de valores de la fun- 
ción liene por límite el valor particular f (M) de la [unción en el 
punto W. Por cuanto sobre una recta la función u = f (x, y) es una 
función de una sola variable, el concepto de continuidad de la fun- 
ción sobre la recta coincide, obviamente, con el de continuidad de 
la citada función de una sola variable. En particular, la continuidad 
do la función en el punto M respecto de cada una de las variables 
y e y es su continuidad sobre las rectas que pasan por el punto 47, 
paralelas a los ejos coordenados. Demostremos que la función 


el mn eho, 
0 para 240 


escontivua en el punto O (0, 0) respecto de cada una do las variables 
r o y. es decir, es continua on cada uno do los ejes coordenados, pero 
no Jo es sobre las demás rectas que pasan por esto punto, por lo cual 
no e~ continua en el punto O. Cada recta, distinta de los ojos coorde- 
nados, que pasa por el punto O (0, 0) puede sor ropresonluda me- 
diante la ecuación y = ler, donde k + 0. Es obvio que on semejante 


ñ ri k 
vocta todos los valores de la función son constantes e iguales a TFE- 


Por cso, si la sucesión {A/, } de puntos de semejante recta, distintos 
del punto O, converge hacia el punto O, la sucesión correspondiento 


de valores de la función tione por límite Te Por cuanto este 


límite es distinto de cero cuando / 40 y no coincido con el valor 
particular de la función en el puato O, la función es discontinua on 
dicho punto de la recta en consideración. La continuidad de una 
función sobre los ejes coordenados se deduce de que sus valores ou 
los mismos son igualos a coro. 

Puedo formarse la impresión de que si una función de dos varia 
bles us continua sobre una recta cualquiera que pasa por un punto 
dado. dicha función es continua en el citado punto, El ojemplo que 
signe muestra que en el caso general esto no os así. 


2%, Veamos, la función 
ZY para HO 
u=] FER 
o pora ri4y9=0, 


Demostromos que, aunque La función mencionada es continua en toda recta que 
pasa por el punto O (0, 0), no to es, sin embargo, en este punto. En vfecto, los 


valores de la función en la recta y = kx son iguales a 


A Y POr eso, + 0 


k 
cuando z > 0, La continuidad de esta función sobre el eje Oy se deduce de que 
«us valores en este eje son ignales a cero. Por otra parte, los valores de la mn 
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ción en la parábola y pa? son constantes o iguales a ¿gs razón pot la ouat 


el valor límite de la función, cuando el punto 47 
de la parábola es igual también a E 5. Como que para p «e O esto himite es 
distinto de coro y no coincide con el valor particular de la fun 

0, la función será discontinua en este punto, 


pe 
jende al punto O 4 lu largo 


ón en el punto 


2. Propiedades principales de las funciones continuas de varias 
variables. A continuación daremos a conocer las propiedades principa- 
les do Jas funciones continuas de varias variables. Por cuanto la 
demostración de estas propiedades es, en lo principal. análoga a la 
de las propiedades correspondientes de las funciones de una sola 
variable, ofreceremos sólo breves explicaciones otorgando al lecte 
la posibilidad de demostrar los pormenores. 
1°, OPERAGIONES ARITMETICAS SOBRE LAS FUNCIONES CONTINUAS Ps 
da la siguiento afirmación. 

Supongamos que las funciones f (M) y giy son continuas en cl 
punto A. Entonces. las funciones f (M) g (AP. FAM) — gW). 
1 0 y LED. son continuas en el punto A iel cociente. a 
dición de que g (A) + 0). Esta afirmación se demuestra de un 
análogo al empleado en la demostración del teorema 4.2 

2. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION COMPUESTA Introduzcamos el 
concopto de función compuesta de varias variables. Supongamos 
«no las función 


vál 


un- 


ada 


E CN 
Lar Gallis ba ois ado 5.11) 


da CN) 


están defmidas sobre el conjunto |V} del espacio euclideo /% thy, 
das... ty) son las coordenadas de los puntos en este espacio). 
Entonces, a todo punto N (tj lz, ---. ta) dol conjunto {V} se Jo 
pone en correspondencia, con ayuda do las fórmulas (14.4), un punto 
M (Zj, Ze, - . . Zm) del espacio euclideo E”. Denotemos con {M} 
el conjunto de todos Jos puutos do este género. Sea u -f (tu ra -> 
+++: 2m) una función de m variables definida sobre el citado con- 
junto Sen: En este caso diremos que sobre el conjunto {N } del ospa- 
tio euclideo E” vieno definida la función compuesta u — f (24. tz. 
+01 Em), donde Zy, fa, -.-, Zm Son las funciones de las variables 

tota. ty. con la particularidad de que dichas funciones se 
definen mediante las relaciones (14.11). Es válida la afirmación 
siguiente. 

Supongamos que las funciones s,- io RS 

A A AA EAT 
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en el punto A (0, dz, -. -, Gr), mientras que la función u = f (£y 
Zar + >: Zm) lo es en el punto B (bj, ba, ..., bm), donde b; = 
= Qi (Ay, das +. ar), È = 1, 2, ..., m. Entonces, la función com- 


puesta u = f (Lys Ta, >> -, Xm), donde zy, Zr, - - ., E Son funciones 
de los agrumentos lı, ta, . ~, tn, definidas más arriba, es continua 
en el punto A (4; aa . » ., aa). Esbocemos las etapas principales 


«le Jemostración de esta afirmación. Sea (N,). Nn A, una suce- 
sión arbitearia de puntos, convergente hacia A, del dominio {N} 
de definición de las funciones qi (fi, ts + ++ ĉa), y sea {Ma} la 
sucesión corrospondiente de puntos cuyas coordenadas zf" son 
iguales a pi (t9, g, .- . LẸ). Como las funciones qy son conti- 
uuas on el punto 4, la sucesión (47,) converge hacia el punto 
R (b des bm) (no se excluye la posibilidad do que los puntos 
Wa y B coincidan). En virtud de que las funciones u = f (£y, £y, ++. 
+3 £m) son contimmas en el punto B, la sucesión {f (M,)) convorge 
hacia 7 (B). Mas, ésta es una sucesión de valores de una función com- 
puesta que corresponde a Ja sucesión {Nn} de puntos del dominio de 
su definición que converge hacia A. Ahora, cuando estamos convon- 
vidos de que la sucesión {f (4 ,)) convorgo hacia el valor particular 
HAB), Ja continuidad de la función compuesta quoda demostrada- 
onsmnvacion La domostración aducida generaliza para el caso 
uo varias variables la demostración del toorema 4.5 de la continni- 

dad de una función compuesta de una sola variable. 
Y” TEOREMA DE LA ESTABILIDAD DEL SIGNO DE UNA PUNCIÓN CON- 


Teorema 5.4. Si la función u = f (Af) es continua en el punto A 
del espacio euclídev E" y si f (A) + 0, existe un -entorno del punto A, 
dentro del cual en todo punto del dominio de definición de la función 
7 (M), ísta no se anula y tiene el signo idéntico al de f (W). La validez 
ile este teorema se deduce directamente de la dofinición de continui- 
dad de nna función en términos de «e — ô». 


4” TEOREMA DE QUE UNA FUNCION CONTINUA PASA POR CUALQUIER 
VALAA INTERMEDIO 


Teorema 5.5. Sea u -= f (M) una función continua en todos los 
puntos del conjunto conexo {M} del espacio euclideo E”, con la parti- 
cularidad de que f (A) y f (B) son los valores de esta función en los 
puntos A y B de dicho conjunto. Supongamos, además. que C es un 
húmero cualquiera encerrado entre f (A) y | (B). Entonces, en toda 
curva continua L que une los puntos A y B y que está integramente 
dispuesta en {M} existe un punto N tal que f (N) = C. 

IVMOSTRACIÓN Sea 


2y = Pa (f), Ze = Pe (t), - -os Im = Phn (H. ath, 

la ecuación de la curva continua L que une los puntos A y B del 
conjunto M y que está íntegramente dispuesta en {M } (véase p. 5, $ 1) 
Sobre el segmento [x, Pl está definida la función compuesta u = 
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(Eis Lg. +- +, Zm), donde z, = qi (t), i kirga 
«< t< fp. Fs evidento que los valores de esta función en la, f) 
coinciden con los de la función u = f (M) en la curva L. La citada 
función compuesta de una sola variable ? es continua sobre el seg- 
mento fa, P] en virtud de la afirmación cn la sección 2° de este 
punto, y, do acuerdo con el teorema 8.6. en cierto punto Ẹ del seg- 
mento [2, P] toma el valor C. Por eso, en el punto N de la curva L 
«on coordenadas q (E). Ge (E), - - -. Gu (E) se verifica Ja igualdad 
C. El teorema está demostrado, 

CARACTER ACOTADO DE UNA FUNCION, CONTINUA SOBRE UN CON- 
JUNTO ACOTADO CERRADO, 


Teorema 5.6 (primer teorema de Weierstrass). Si la función 
u == f (M) es continua en el conjunto acolado cerrado {M }, es acotadu 
sobre dicho conjunto. Detengámonos en la demostración del carácter 
acotado de u = f (M) por arriba, Supongamos que u =/(M) no 
ostá acotada superiormente en {M }. Al igual que en la demostración 
del teorema análogo 8.7, seleccionemos la sucesión {Mn} de punto 
del conjunto g), para los cuales f (Mn) > n. De conformidad con 
ol teorema de Bolzano —Weierstrass (véase p. 2. $ 2), se puede selec- 
cionar on (M,) la subsucesión convergente (M,,). cuyo límite W 
pertenece, en virtud de la observación al teorema de Bolzuno-— 
Weierstrass, al conjunto {M}. Evidentomeonte, la sucesión {/ (W) t 
os infinita. Por otra parte, siendo continua la función en el punto M 
esta sucesión {/ (M7»,)) ba de converger hacia f (M). La contradicción 
obtonida demuestra el teorema. 

(6%. UNA PUNCIÓN, CONTINUA SOBRE UN CONJUNTO ACOTADO CERRADO, 
ALCANZA SUS COTAS EXACTAS. 

Teorema 5.7 (segundo teorema de Weierstrass). Silafunción u =- 
= j (M) es continua sobre el conjunto acotado cerrado {M}, la misma 
alcanza en este conjunto sus colas exactas superior e inferior. La de- 
mostración de este teorema es análoga a la del teorema 8.8 del t. 1 
Jeigundo toorema de Weierstrass para la función de una sola varin- 
blo). 

Dr, CONCEPTO DE CONTINUIDAD wrons pe una FUNCION DE VARIAS 
vartanLes La función u = f (M) se llama uniformemente continua 
sobre el conjunto { M) *) del espacio euclideo E", st para todo número 
positivo e puede indicarse número positivo 6, dependiente sólo de +. 
tal que para cualesquiera dos puntos M' y M” del conjunto (M) que 
satisfacen la condición p(M”, M) <Ò se cumple la inecuación 
17 (M°) — f (M') | < e. Tiene lugar el teorema siguiente. 

Teorema 5.8 (teorema de continuidad uniforme). Una función 
continua en el conjunto acotado {M} es uniformemente continua en 


es donr en 


+) Se supone cn este caso que el conjunto {3} es denso en tes 
tos del ci 


cualquier e-ontoruo de cada punto A do dicho conjunto hay p 
junto (M1) distintos do M. 
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este conjunto. La demostración de este teorema es análoga a la del 
teorema 1.2 y se obtiene de esta última sustituyendo cl término 
«segmento [a, bl» por el término «conjunto {M }», la letra z, por la 
letra M, y las exprosiones de tipo |z” —z' |. por el símbolo 
p(M, M°). 

OBSERVACION Llamaromos diámetro dol conjunto acotado {M } 
la cota superior exacta de los números p (M', M”), donde M' y M” 
sou toda claso de puntos del conjunto {M}. Haciendo uso del con- 
cepto de diámetro de un conjunto, daremos a conocer la siguiente 
propiedad de las funciones continuas sobro los conjuntos acotados 
cerrados. Supongamos que la función u = f (M) es continua sobre el 
conjunto acotado cerrado (M). Entonces, para cualquier número posi- 
tivo e puede indicarse un $ > 0 tal que sobre todo subconjunto cerrado 
{MT}, que pertenece al conjunto {M} y cuyo diámetro es inferior a $, 
la oscilación w *) de la función | (M) es inferior a e. La demostración 
de esta propiedad cs análoga a la del corolario del teorema 1.2. 


$ 4. Derivadas y diferenciales de las funciones de varias variables 


1. Derivadas parciales de una función de varias variables. Ses 
M (2i, Zas «y Fm) un punto interior del dominio de dotinición 
de ln función u = f (T, 23 «n Tm) Examinemos en ol punto 
fijo dado M (£,. y, - - <, Tm) la razón entre el incremunto parcial 
Aspi (véase p. 1, $3, fórmulas (5.8) y (5.9) y el incremento corres- 
pondiente Az, del argumento 2): 


ICAA ETAPA ETICA] 
An EN G 


6.12) 


La razón (5.12) es una función de Aza, definida para todos los valores 
de Ax), distintos de cero, para los cuales el punta M (21, La. ... 
aa Unas Tn -H Ms Zetas + + ++ Zm) perlencco al dominio de doli- 
nición de la función u. 

Definición. St existe un limite de la razón (5.12) entre el incre- 
mento parcial A, u de la función en el punto M (xy, £s, --., %m) 
y el incremento correspondente As, del argumento zy para Ay, — 0, 
este límite se denomina derwada parcial de la función u = f (ay, 
Ea +, E) en el punto M respecto del argumento xa y se denvta con 
uno de los símbolos: $ 


Tep 


Usps Fey 


+) Llámase oscilación w de la fune M) sobre ol conjunto (W) 
diferenera entre las cotas exactas superior e inferior de Ja fu 
conjunto 
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De este modo, 


du 6 Ame e 
wo i Ta Ga 


axy 


Advivtamos que la derivada parcial de la función n — f (t, £a, 

. - -+ Zm) respecto del argumento x, es una derivada ordinaria de la 
función de una sola variable zy, siendo fijos Jos valores de las demás 
variables, Por eso. el cálculo de las deri parciales so realiza 
de acuerdo con las reglas usuales para el cálculo de las derivadas de 


Jas funciones de una sola variable. 
ESEMPLOS, 


se 


de = 
az 


z 
arctg Ž.„ 
$ 


2%. u= xe -ln (3 


e 4 
= 1307 — 


dy Arz" 
== Y 
Be. u=lg h yz, + 
da z == 
y IVA o Y 
cu Y 


E "IVA 

oBservacion | Del que una función Liene en el punto dado todas 
Jus derivadas parciales no proviene, como regla, la continuidad de 
Ja misma en dicho punto. Ya nos hemos convencido de que la función 


LA ora hA, 


Lo para 22+y2=0) 


no es continua on el punto O (0, 0) (véase el ejemplo 1%, p. L, $ 3). 
No obstiuute, en este punto la función mencionada tiene dorivadas 
parciales respecto de x o y. Esto se deduce de que f (7, 0) == 0 y 
J (0. y) =0, y por eso 


at =0 y Y 


EE =0. 
Pr ka, o) 0: 


m ko 


ObSERVACION 2 Hemos definido el concepto de derivadas parcia- 
Jes para los puntos interiores del dominio de representación de una 
función. Para los puntos de frontera del dominio de representación 
Ja definición de derivadas parciales aducida, en el caso general, no 
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es apta, En particular, esto se debe a que en los puntos de frontera 
del dominio de representación de la función no siempre pueden cal- 
cularse los incrementos parcia- 

les de dicha función (esto se 

refiero, por ejemplo, al punto 

de frontera Mọ del dominio mos- 

trado en la fig. 5.2). Por eso, 

las derivadas parciales en los  %| Malo, Yo) 
puntos de frontera del dominio 

de representación de la función se 
hallan, corrientemente, como 
valores límites de estas deri- 


variables. Recordemos. que 14- 
mase incremento (o incremento 


total) de la función u = f(x, Fig. 5.2 
Zn -s Zm) en el punto M (z, 
+» Zm), correspondiente a los incrementos Az,, Azs, +. ., AZ 


O ARA OT praia. 
Au = f (2, + Aa, Ta + Alas Foo s Im + Atm) — 
Z Í (Zi Tas -is Em). 


Definición. La función u = f (z,, £y, - . -, Zm) se lama diferen- 
ciable en el punto dado M (z,, Za, s Zm) si su incremento total en 
dicho punto puede ser representado en la forma 


Au = AjAz, + AAt, tH ... + Amim + 
+ Az, + 247, +... + OGmb%m, (5.14) 


~., Am son unos números tejida de Ar, 
NN YGa as > ++ Om, Unas funciones infinitésimas para 
Az > 0, Az,>0. m > 0, iguales a cero cuando At, = 
= Az = = Arm = 0. La relación (5.14) se denomina condi- 
ción de diferenciabilidad de la función en el punto dado M. La con- 
dición (5.14) de diferenciabilidad de una función puede escribirse 
también en una forma diferente. Para mostrarlo, examinemos la 
función p = V Ax F An F + zh *), infinitésima para Az, > 
>0, Ary >0, ..., Alp —>Ú, y advirtamos que dicha función 
se anula sólo cuando Az, = Az, =... = Ázm = 0. Cerciorómo- 
nos de que la suma Az, + Aza +... + %mÁAzn que forma 
parte del segundo miembro de la felación (5-14), es una función 


1) Geométricamente, esta función es la distancia entre los puntos M (2,, 
Bas 01 Em) Y MO (2, + Azi 22 + An + Im + Aim). 
12-052 
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infinitésima de orden más elevado en comparación con p. Dicho de 
otro modo, cerciorémonos de que esta suma es la expresión o (p). 
En efecto, cuando p +0, se cumple 
Lal <1 y por eso 
(4At +09 Ata + >. HAZ |< 
E LAs | EAN] Lar bYe 
<a 1 Hp 101 Hlan l eL) p< 
<((41+101+-.-+1%m 1)0 = o(p). 
De este modo, la condición (5.14) do diferenciabilidad de una 
función puede ser escrita en la forma siguiente 
Au =AjAz, + A, AT, +... + Ambzm +0 (p). (5.15) 
La magnitud o (p) se considera en este caso igual a cero cuando 
p= i 
Con el fin de demostrar que la condición (5.15) es equivalente 
a la (5.14), hace falta convencerse de que de la representación (5.45) 
se deduce, a su vez, la representación (5.14). Para ello represontemos 
o(p) en la forma 


A 0) AAA to 
EA olp) Az 010) Arm] Aa 
E Ga an Janit -o t [P A] Srm 

considerando que no todos los Az,, ATs, ..., Azm son nulos *). 


Suponiendo 20 — 2% == æ; y considerando que œ; es una fun- 
n P 


ción infinitésima para p > 0 y, por lo tanto también para Az, > 0, 
Aza >0, ..., Alm-— 0, llegamos a la representación (5.14). 

Así, pues, la condición de diferenciabilidad de una función puede 
escribirse tanto en Ja forma (5.14), como on la (5.15). 

Si por lo menos uno de los números Ay, Az, - . ., Am es distinto 
de cero, Ja suma A,A2, + AAT, + .-. + Ambzm es la parte 
principal, lineal respecto de los incrementos de los argumentos, del 
incremento de la función diferenciable. Advirtamos que al definir 
el concepto de función diferenciable, no se exeluía la posibilidad de 
anularse todos los números 4. Ay, - - -, Am» por lo cual, si incre- 
mento Au de la función puede representarse en la forma (5.14) o 
(5.15) para A, =4A,= ... = Am = 0, la función os diferenciablo 
en el punto dado. 

Resulta válido el teorema siguiente. 

Teorema 5.9. Si la función u = f (Z4, Lg «+=; Im) es diferen- 
ciable en el punto M (Zi, Za, . Zm), en el mismo existen derivadas 


) Si todos los Az; son nulos, lo serán también todos los términos en los 
segundos miembros de las fórmulas (5.14) y (5.15). 
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parciales respecto de todos los argumentos, con la particularidad de que 
T = Aj, donde A, se determinan de la condición (5.14) o (5.15) de 
diferenciabilidad de una junción. 

DEMOSTRACION. De la condición (5.14) de diferenciabilidad de 
la función en el punto M (Z;, Ta, . . -: Zm) se deduce que su incremento 


parcial Au en este punto es igual a A. ¡u=4;4x,+0%/A47;. De 


Bu 
aquí se desprende que ~ 
7 


A, +a; y por eso, dado que o >0 
a a 
A 


E aa 
Corolario 1. La condición (5.15) de diferenciabilidad de una función 
en el punto dado M puede escribirse también en la forma siguiente: 


cuando Az¿>0, tenemos lím 
ar 


Au= Az, + Aret o.. e A +0 (p)"). (5-10) 
Corolario 2. Si la función u = f (25, +, - » «: Tm) es diferenciable 


en el punto M (21, Zo, Zm), la representación de su incremento 
Au en la forma (5.14) o (5.15) es única. En efecto, los coeficientes Ay 
de estas representaciones son iguales a las derivadas parciales z% 
en el punto dado M y, por eso, so definen de un modo único. 

Cerciorémonos de la validez de la siguiente propiedad importante 
de la función diferenciable. 

Si la función u = f (21, Xy, . . -, 2m) es diferenciable en el punto 
M (21. čas >: .» Zm), es también continua en este punto. En efecto, 
de la condición (5.14) de diferonciabilidad de una función en un 
punto se deduce que lím Au = 0, lo quo precisamente quiero decir 

an 


Ax, 


o 
qu la función es continua en el punto M (véase p. 1, $ 3, fórmula 
(5.7). 

Pin el caso de la función u = f (z, y) de dos variables la con- 
dición de diferenciabilidad puede ilustrarse geométricamente. In- 
troduzcamos el concepto de plano tangente a una superficie en el 
punto No. El plano z que pasa por el punto Nọ de la superficie se 
denomina plano tangente en este punto siel ángulo formado por dicho 
plano y la secante que pasa por el punto N, y cualquier punto N, de 
la superficie tiende a cero cuando el punto N, tiende a Nọ (fig. 5.3). 

Si en el punto N, existe un plano tangenle, es evidente que una 
tangente en el punto Ne a cualquier curva que está dispuesta en la 
superficie y que pasa por Ny se dispono en el plano mencionado. 


2) Aquí, todas las derivadas parciales = se toman en el punto dado M. 
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Corciorémonos de que de la condición de diferenciabilidad de la 
función u = f (x, y) en el punto dado M, (Zo, Yo) se deduce la exis- 
tencia de un plano tangente a la gráfica S de dicha función en ol 
punto Ny (Zo, Yo, Zo). Pongamos Az = T — Xy, Ay = Y — Yo, Au = 
=u — Un, donde uy = f (Zo, Yo), u= f (z, y) Obviamente, la 


Fig. 5.3 


condición (5.14) de diforenciabilidad en el caso que se examina puede 
ser escrita del modo siguiente: 


u — Uy = A (2 — 20) + B (y — yo) + aAz + Bây = 

= A (x — 20) + B (y — Yo) + 0 (P), 
donde A y B son unas constantes iguales a las derivadas parciales 
S y Sl en el punto Mo, mientras que a y f son funciones tnfinitó- 
simas para Az —>0 y Ay — 0; p = VAR F AY. 

Voamos la ecuación siguiente: 

U — u = A (2 — z) + B (y — Yo). 

Por el curso de geometría analítica sabemos que esta ecuación 
define en un sistema cartesiano de coordenadas (z, y, U) un plano 
n que pasa por el punto No (Xo, Yo, uo) y que cuenta con un vector 
normal n= {4, B. —1} *) 

Demostremos que este plano x es tangente en el punto No a la 
superficie S. Con este fin basta convencerse de que: 1) el plano n 
pasa por al punto No de la superficie S y 2) el ángulo q formado por 

normal n a dicho plano y cualquior secante N,N, tiende a 1/2, 


+) Llámase vector normal de un plano a cualquier vector no nulo n, por- 
pendicular a dicho plano. 
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cuando el punto M, de la superficie S tiendo al punto Nọ. La afirma- 
ción 1) es evidente. Pasemos a la demostración de la afirmación 2). 
Calculemos el coseno del ángulo ọ utilizando la fórmula conocida 
para el coseno del ángulo entre dos vectores. Por cuanto las coorde- 
hadas del vector n son iguales a A, B, —1, mientras que las coorde- 
nadas del vector M,N, de la secante son iguales a z — fo, Y — Yo, 
u — uo (véase fig. 5.3), resulta que 


A(z) +B (vd uu) 


VA B+ i V(t) tyy um 


De la condición de diferenciabilidad de la función u = f (z, y) 
se deduce que 


A (2 — zo) + B (y — Yo) — (u — Un) = 0 (p). 


cosp= 


Por eso 


Jg 1o (o)! laol 
> 


De esta fórmula proviene que lím cos y = 0, es decir, lim q = 4/2. 


La afirmación 2) está demostrada. 

De este modo, la diferenciabilidad de la función u = f (z, y) 
en el punto Ma (o. Yo) desde el punto de vista geométrico significa 
la existencia do un plano tangente a la gráfica de la función u = 
= f (x, y) on el punto No (Zo, Yo, uo). 

Por cuanto los coeficientes A y B son iguales a las dorivadas par- 
ciales respectivas calculadas en el punto Mp (za, Ya), la ccuación 
del plano tangente puede ser escrita en la forma 


U E u vo). (5.17) 
P du òu 
El vector normal n= (52, J, -1) del plano tangente suele 


lamarso normal a la suporficio u = f (z, y) en el punto Na (Zo, Yo. to). 
Aclaremos las condiciones suficientes de diferenciabilidad de una 
función de varias variables. 
Teorema 5.10. Si la función u = f (z, za, -> -, 2m) tiene deri- 
vadas parciales respecto de todos los argumentos en cierto entorno del 


punto Mo (ži, £e, - - -, Em), con la particularidad de que todas estas 
derivadas parciales son ' continuas en el propio punto Mo, la citada fun- 
ción será diferenciable en el punto Mo. 

DEMOSTRACIÓN Con el fin de reducir la anotación, realicemos la 
demostración para la función de dos variables u = f (z, y). Así, 
pues, supongamos que ambas derivadas parciales fy y fy existen en 
el entorno del punto Mo (£o, Yo) y son continuas en el mismo. Atri- 
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buyamos a los argumentos z e y unos incrementos Az y Ay tan peque- 
ños que ol punto M (xy + Az, yo + Ay) no salga de los márgenes del 
citado entorno del punto Mọ. El incremento total Au = f (zp + 
+ Az, Yo + Ay) — f (Zo, Yo) puede escribirse en la forma 
Au = [f (zo + Az, yo + Ay) — Í (os Yu + AY + 
+ (Zo. Yo + Ay) — f (fos Yo): 
La exprosión [/ (Zo + Az, Yo + Ay) — f (Los Yo + Ay)] puede con- 
siderarse como incremento de la función f (2, yo + Ay) de una sola 
variable z sobre el segmento [zo, zo + Az]. Por cuanto la función 
u = f (x, y) tiene derivadas parciales, la citada función f (z, yo + 
+ Ay) es diferenciable y su derivada respecto de x es una derivada 
parcial fs. Aplicando al incremento mencionado la fórmula de La- 
grange, hallaremos Lal 6, del intervalo 0 <0, < 1 que 
If (xo + Az, Ya + Ay) — f (Lo, Yo + Ay) = 
fa (Zo + 0,62, Yo + Ay) Az. 
Razonando análogamente, obtenemos que para cierto 0, del 
intervalo 0 < 0, < 
If (Zor Yo + Ay) — f (Zo. Yo)! = fu (Zo. Yo + 0Ay) Ay- 
Por cuanto las dorivadas fz y fy son continuas en el punto Mo, 
resulta que 
fz (to + BAr, yo + Ay) = fx (Tos Yo) + a, 
Lu (tos Yo + 0264) = fy (o. Yo) + B, 
donde œ y P son funciones infinitésimas para Az— 0 y Ay>0. 
De aquí, considerando las expresiones aducidas para 
[f (to + Az, yo + Ay) — f (Zo, Yo + Ay) y 
I (Zos Yo + Ay) — f (čo, Yo) 
y la oxpresión para Au, hallaremos 
Au = fa (Zo, Yo) Az + fy (20. Yo) Ay + aAz + PAy. 
Por consiguiente, la función u = f (z, y) es diferonciable en el punto 
Mo. Cuando se trata do una función de m variables u = f (z, 


La, 
+ +3 Zm), los razonamientos son análogos, mas el incremento. "total 
Au de esta función debe representarse en la forma 


u= f (21 + Az, 0001 Smt Âa) — 1 (ti 0.2 Em) = 
= È U n oie Bha BH ATo Bea Azio -o 
aar EA) — f(n eor Bais Ens Fra F ATni +00 E FAm): 


El teorema está demostrado. 
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3. Concepto de diferencial de una función de varias variables. 

Definición. Llámase diferencial du de la función u = f (z4, Za, .. . 
- - -« Zm) diferenciable en el punto M (Z,. Za, -. -, 2m) a la parte 
principal, lineal respecto de los incrementos de los argumentos, del 
incremento de dicha función en el punto M. Si todos los coeficientes A, 
en la representación (5.14) del incremento de la función diferenciable 
son nulos, la diferencial du de la función en el punto M se considera 
igual a cero. 

De este modo, se denomina diferencial du de la función u = 
= f (Zy, «+ ., %m) en el punto M la expresión 


du = A At, + Ayma + ++. + Amb (5.18) 


Recurriendo al teorema 5.9, podemos escribir, evidentemente, la 
expresión (5.18) para la difereucial du del modo siguiento; 


du PL An + Ad He Atm (5.49) 
Introduzcamos el concepto de diferencial dx, de la variable indepen- 
diente z, Por diferencial dz, de la variable independiente z; puede 
entenderse un número cualquiera que no dependo de %,, Ly. ..., Zm. 
Pongámonos de acuerdo que on adelante este número se tomo igual al 
incremento Az, de la variable independiente zı. Este convenio nos 
permite reescribir la fórmula (5.19) en la forma 


du= Ë 


ôu 
+ 


dd a dat.. (5.20) 


== 


Subrayamos que la fórmula cil 20) fue establocida sólo para el caso 
en que los argumentos Z,. Za,  - -, Zm son variables independientes. 
No obstante, más abajo (on ol p. 5 de este párrafo) domostraromos 
que la fórmula (8:20) aiguo. vállda también para el caso en que los 
argumentos Zy, Za, . - -, m no son variables independiontes, sino 
que son funciones diferenciables de ciertas variables nuevas. 

4. Diferenciación de una función compuesta. Aquí estudiaremos 
el problema de diferenciación de una función compuesta de la forma 


u = f (Zis Zg, «. -, Tm), donde 
a= Qa (fis tos -as tado 


Ta = Pa (is bas -or da), 


(5.21) 


Em = Y'm (tis bar -os fa). 


Demostremos que on unas condiciones determinadas esta función 
compuesta es función diferenciable de sus argumentos t,, la, «-., ta 
Las derivadas parciales de la citada función compuesta respecto de 
los argumentos f,, ts. - - -, tą se expresan en términos de las deriva- 
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das parciales de la función u = f (zı, Za, - - -, Tm) y en términos de 
las derivadas parciales de la función (5.21) según las fórmulas si- 


guientes: 


du du öz, , du Öse Öu dim 
-4 +t 
o Dem 


dn ay an | Oz GA 
ðu du öz, , ðu dr du ðzm 
m E AA E. 15.22) 
du _ du öm, , ôu ôr du zm 
in ör, Oh A Ör, Jih +-- +37 on 


Demostremos el siguiente teorema fundamental. 
Teorema 5.11. Supongamos que las funciones (5.21) son diferen- 


ciables en cierto punto M (t,, ta, -... ti) y la función u =f (£y 
Lay -+ s Zm), lo es en el punto correspondiente N (y, La, » > «s Zm) 
donde z; = Qı (bs ls + + ta), è = 1, 2, . . -, m. Entonces, la fun- 


ción compuesta u = f (t1, Za, - - -: £m), donde Ty, Za, » + -. Im Se 
definen mediante las relaciones (5.21), es diferenciable en el punto M. 
En este caso las derivadas parciales de esta función compuesta en el 
punto M se definen mediante las fórmulas (14.22), en las cuales todas 


las derivadas parciales 22, e 2% se toman en el punto N, 
A 


Ox *** dam 
y todas las derivadas parciales m de la función (5.21) respecto de los 
argumentos ti, ty, . - ., ta se toman en el punto M. 

DEMOSTRACIÓN A los argumentos t,, ta, - --, fn en el punto 
MG, das + da) les daremos arbitrariamente los incrementos 
Ati, Ata, . . «, Ata, no simultáneamente nulos. A estos incrementos 
los corresponden los incrementos Az;, Az, - » -, Azm de las funcio- 
nes (5.21) en el punto M. A los incrementos Áz,, Aza, . . ., Alm 
les corresponde, a su vez, el incremento Au de la función u 
= f (21, Zo, - > + Tm) en el punto W. Por cuanto la función u 
Hen Za, |. -! Zm) se supone diferenciable en el punto N, el ci- 
tado incremento Au de la misma puede ser escrito en la forma 


El du 
bum PE Anhi Aat H Ta Atm +a At + 
+asA2, +.» HAm Atm (5.23) 


š PE S du 
dondo las derivadas parciales 5i- , -5> ===" ia 


cm son funciones infinitésimas para 
Azn 0, que son iguales a cero cuando 


se toman en 


el punto N, y Gy, Uq. - 
Azi >0, Az, —> Ô, . 

Azi = Ar, =... = Átm = 0. Recalquemos que en la relación 
(44.23) Atı, Azs, +» -, Azm son los incrementos de las funciones 
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(14.21), que corresponden a los incrementos elegidos At,, Ats, .. . 
. :y Ata de los argumentos de estas funciones. Por ser las funciones 

(5.21) diferenciables en el punto M (hz, fs, » + -, Ên), los incrementos 

mencionados Az, pueden escribirse en la forma siguiente: 


à: $ 
Armi Ant d+ A tolp), imt, 2 om 
(5.24) 

donde las derivadas parciales FL, EA + HL so toman en 


el punto M, y p= V (84) + (8ta)? + . . . + (åt,)*. 

Hemos de convencernos de que al introducir la expresión (5.24) 
anet segundo miembro de (5.23), ol incremento Au puede ser reducido 
a la forma 


Au = AAt, + Asbla +... + Anáta + 0 (0), (5.25) 
donde 
Amt de y de da A TE T 


i= Ser oh e o PR? 
(5.26) 


Con esto el teorema quedará demostrado, pues la fórmula (5.25) 
establece el hecho de que una función compuesta es diforenciable y la 
expresión (5.26) es una derivada parcial de la citada función com- 
puesta (véase el teorema 5.9). 

Al introducir en el segundo miembro de (5.23) las expresiones 
(5.24), obtenemos, además del grupo de sumandos A, At, + AAt, + 
“+... + AgAta, otros grupos de sumandos. Nos hace falta conven- 
cernos de que todos los demás grupos de sumandos representan la 
magnitud o (p). Esto se deduce de los razonamientos siguientes: 


1%. Todas las derivadas parciales ES en la fórmula (5.23) se toman 


en el punto N, es decir, son unas constantes que, siendo multiplicadas 
por o (p), dan de nuevo la magnitud o (p). 


2. Todos los Az, (i= 1, 2, ..., m) satisfacen la inecuación 
| Az, | < const p. Esto se deduce inmediatamente de las fórmulas 
(5.24). 


3%. Todas las a; de la fórmula (5.23) son funciones infinitésimas 
para p— 0. En efecto, todas las a, son infinitamente pequeñas para 


y >0, Ary >0, - . ., Az —> 0. Pero, todas las funciones (5.24) 
son diferenciables y, por tanto, continuas en el punto M, razón por 
la cual Az;, Azs, . - ., Am tienden a cero cuando p— 0. 


42. Todo producto œ; Az, representa la magnitud o (p). Esto se 
desprende directamente de los pp. 2° y 3°. El teorema está demos- 
trado. 
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onsiuvacróx. Analicomos un caso particular, de importancia, 
cuando las funcionos (5.21) dependen de un argumento ?. En este 
caso tenemos una función de una sola variable t: u = f (£i, Ta, 


«+5 Zm), donde z, = qu (t). La derivada ¿2 de esta función com- 
puesta se defiue medianto la fórmula siguiente 


du ön Or , du 


TA 


dzs du dim p 
r ikana — de (5-27) 

Apliquemos la fórmula (5.27) para demostrar el teorema de Euler 
de las funciones homogéneas. 

La función u = f (2j, Zas - + ., Zm) definida sobro el conjunto 
{M} se denomina función homogénea de grado p en este conjunto, 
si para todo punto M (fi, Za. -. ., £m) del conjunto {M} y para 
todo número £, para el cual un punto N (tz, lla, ++ -, fm) per~ 
tenece al conjunto {M}, se verifica la igualdad 


IC Em) (5-28) 


Teorema5.12 (teorema de Euler sobre las funciones homogéne- 
as). Si u = f (Zi, Za, - . -, Im) es en cierto dominio {M} una función 
homogénea diferenciable de grado p, en cada punto M (21, Za, . - ., 2m) 
del dominio {M} se verifica la igualdad 


du 


ðu p 
i atr E zm = Pit, (5.29) 


DEMOSTRACIÓN. Sea Mo (ži, Zas - <=; Zm) un punto arbitrario del 
dominio (M). Estudiemos una función compuesta u = f (Ey, Zas - 
<s Zm), donde z; = tz; (11,2, +... m), es decir, una fun- 
ción u = f (tz), tts, - . , tzm). Por cuanto las funciones z; = tz 
son diferenciables para £ = í y la función u = f (£, Za, - + -, 2m) 
lo es en el punto correspondiente Mo, entonces, de acuerdo con el 
teorema 5.11 y con la observación a este teorema, podemos calcular 


la derivada $ do esta función compuesta en el punto t = 1 según 


la fórmula (5.27). Puesto que ES = Í,, se tiene 


du ðu > ðu > eu 2 
el AA AA im (6:20) 
donde las derivadas H— so toman en el punto Mọ. Por otra parte 


en virtud de (5.28), la función compuesta sujeta a la consideración 
puede ser representada en la forma 


u= f(t lips tim) =t] (En Tas oaas Em) (5.34) 
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De (5.31) so desprende que SE — ptij (Fu, Zar -+ Zm), e3 decir, 


Se paa PI (Lar Zas oor Sm) = pu (5.32) 
Cotejando (5.30) y (5.32), obtendremos la relación (5.29) para el 
punto My. Por cuanto el punto M, es arbitrario en el dominio {M }, 
el teorema queda demostrado. 

5. Forma invariante de la primera diferencial. En el p. 3 se ha 
introducido el concepto de primera diferencial du de una función 
de varias variables y se ha establecido que cuando los argumentos 
Zi, Las > > > Zm son variables independientes, la diferencial du 
puedo ser represontada en la forma 


ôu 
dx, 


du o d+ 


at t (5.20) 


En este punto se demostrará que la fórmula (5.20) es universal y es 
válida también para el caso en que los argumentos Z,, Za, ..., Zm 
son de por sí funciones diferenciables de las nuevas variables ti, 
las +... ta, La propiedad citada de la primera diferencial se suele 
denominar propiedad de invariación de su forma. 

Supongamos que los argumentos 2,, Ze, +. «, Zn de la función 
u = f (ži, Eg - + -» 7m) son funciones diferenciables z; = Q; (ly 
las ++, tx) en un punto A (ti. te, -.-, tr), y la propia función 
u = f (£y, Eg +. -s Zm) lo os on un punto B (Z, Za... Zm). 
donde z; = Qi (fi, ts, - - -. ta). En tal caso podemos considerar u 
como una función compuesta do los argumentos t, ts... ., lu 
la cual es, en virtud del teorema 5.11, diferenciable en el punto 4. 


Por eso, la diferencial du do esta función compuesta puedo sor repre- 
sentada en la forma 


du= fh dh t-g dad «gy ls (5.33) 
donde E se definen a partir de las relaciones (5.22). Introdu- 


ciendo qe de (5.22) en (5.33) y reuniendo los coeficientes de 


du 
-i > Cbtendremos 
de CE ÖT dx, 
=v (2a ce a+ 
du = (Gai + Gidh t + a dt) + 


du | dtm 
Fam h 


$ E T S- A 
7 


Ši 
Nos queda señalar que en la última relación el coeficiente de £% 


Tr 
es igual a la diferencial dz; de la función z; = Qu (t, ta, - e: 
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Obtondremos para la diferencial du de la función compuesta la fór- 
mula (5.20), en la cual las diferenciales de, serán diferenciales de 
las funciones z; = Qi (f, ta, > - => ta). La invariación de la forma 
de la primera diferoncial queda establecida. 

La propiodad de invariación de la forma de la primera diferencial 
permite ostablecer las siguientes reglas de diferenciación. Sean u y v 
unas funciones diforonciables de ciertas variables. Entonces 


d (cu) = cdu (c = const), 
d(u+v)=du + do, d(w)=udv+vdu, a (+) = 
(En Ja última de las fórmulas escritas v no se anula.) 
Demostromos, por ejemplo, la validez de la torcera de las fór- 


mulas citadas. Veamos una función w = uv de dos variables u y v. 
La diferencial de esta función dw es 


dws du e 


v du —u de 
w i 


dv. 


Por cuanto Fem y La, tenemos dw=ude+vdu. Por sor 


invarianto: la forma de la primera diferencial, la expresión u-d- 
+ v du expresa la diferencial de la función uv también en el caso 
on que x y p son de por sí funciones diferenciables de ciertas variables. 

. Derivada direccional. Gradiente. Supongamos que vna función 
u = f (a, y, 2) de tros variables z, y y z viene dada en cierto en- 
torno del punto Mo (Zo, Yo, zo). Examinemos una dirección definida 
por el vector unidad a, cuyas coordenadas son cos a, cos B, cos y *), 
Tracemos por el punto Mo el eje 1, cuyo sentido coincide con el del 
vector a, elijamos en dicho eje un punto arbitrario Míz, y, z) 
y denotemos con Z la magnitud del segmento orientado MoM del 
mencionado eje **). Por el curso de geometría analítica se conoce 
que las coordenadas z, y, z del punto M so definen mediante las 
igualdados 


z= z, +lcosa, y=Vw+lcosB, z= z +lcosy. (5.34) 


En el ejo 1 la función u = f (z, y, 2) es, evidentemente, una fun- 
ción compuesta de una sola variablo 1. Si esta función tiene en el 
punto 1 = 0 una derivada respecto de la variable 1, la citada derivada 
lleva el nombre de derivada según la dirección 4 de la función u = 


= f (x, y, 2) en el punto M, y se designa por el símbolo P Do con- 


+) Por el curso de geometría analítica se sabo que si el vector unidad a 
forma con los ajaa coordenados los kngulos a, Ny. la coordonadas de dita Votat 
son iguales a cos œ, cos f, 

e) Llámaso magnitud 1 del segmento orientado MoM del eje 1 a un númo- 
10, iala an Jongitud tomada con el signo más, si la dirección do oste segmento 
coincide con la del eje 1, y, formada con el signo monos, s la dirección de esto 
segmento es opuesta a la del ojo 1. 
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formidad con la observación al teorema 5.11, si la función u = 
= j (2, y, 2) es diferenciable en el punto Mo, la derivada 2 puede 


calcularse según la fórmula (5.27), en la que el argumento £ ha de 
sustituirse por l. De este modo, 


du _ du de , ðu dy , du dz 


ata atad: 


da El de a 
Por cuanto ¿7 = cosa, y cos, -y cos, de la última fór- 


mula hallamos 
e cosa LE cos pH LE cosy. (5.35) 


Introduzcamos el concepto de gradiente de la función u = f (2, y, 2) 
difcrenciable en el punto Mo (Zo, Vo, Zo) 

Llámase gradiente de la función u= f(z, y, z) en el punto Mp a 
un vector que se denota con el símbolo grad u y que tiene coordenadas 


iguales, respectivamente, alas derivadas Je, 2t, Ze, tomadas en el 
punto Mo. De este modo, 

grada (e, e, 2E), (5.30) 
Utilizando el concepto de gradiente de una, función y toniendo pro- 


sente que el vector a que define la dirección del eje 1 tiene por coorde- 
nadas cos æ, cos P, cos y, representemos la expresión (5.35) para la 


derivada ES según la dirocción 1 en forma del producto escalar de los 
vectores grad u y a: 


+ a grad u *). (5.37) 
Mostremos que el gradiente de la función u = f (z, y, 2) en el punto 
M, caracteriza el sentido y la magnitud de crecimiento máximo de esta 
función en el punto Mọ. Á saber: cerciorémonos de que la derivada de 
la función u en el punto M según la dirección definida por el gra- 
diente de dicha función en el punto mencionado tiene valor máximo 
en comparación con la derivada según cualquier otra dirección en el 
punto Mo, y el valor de la citada derivada es igual a | gradu |, 
es decir, a la longitud del vector grad u. Reescribamos la fórmula 
(5.37) en la forma 


a 
7 = lal Igrad ul cos q, 


Recordemos que el producto escalar do dos vectores, definido como 
producto de módulos (longitudes) de los vectores por el coseno dol ángulo com- 
prendido entre ellos (cuando los vectores vienen dados por las coordenadas) es 
igual a Ja suma de productos de las coordenadas homónimas de estos vectores. 
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donde q es el ángulo entre los vectores a y gradu. Por cuanto 


la =1, tenemos lgrad u} cos q. 


EN 
De Ja última fórmula se deduce que la derivada direccional tendrá 
el valor máximo ea. para cosq 1, es decir, cuando la di- 
rección del vector a coincida con la del gradu, con la particula- 


da 


ridad de que (57) 


Con el fin de aclarar el significado geométrico del vector grad u introduz- 
caraos el concopto de superficie de nivel de una [unción u = f(x, y, 2). 

Llamenos superficie de nivel de la función u = f (<, y, 2) a loda supèrfici 
sobre la cval Ja función u = f (z, y, 2) conserva constante su valor: f (r, 4. 

= const. 

No es difícil convencerse de que el vector 
Yo» zo) es ortogonal con relación a una superi 
='7 (7, y, 2), qué pasa por el punto dado Mg 


ad u en un punto dado Mo (cg, 
de nivel de la función 1 = 


OBSERVACION caso de una [unción u = f (z, y) de dos varia- 
bles z e y, el vector unidad a que define la dirección en el punto Ma 
tiene por sus coordenadas cos æ y sen ez. Por eso, en este caso la fór- 
mula (5.35) tendrá la forma 


e Y cos sena. 
ar = ae C iiit 


Notemos que en caso de una función do dos variables el gradiente 
de la función diferenciable u (x, y) se define como un vector que 


tiene por coordonadas ¿E y > La fórmula (5.37) será, evidentemente, 
válida también en caso de dos variables. Para una función u = 

Í (Eis Zas > «> Zm) de m variables zy, Za, - - -, Zm, la derivada 
direccional y el gradiente se determinan de un modo análogo, A sa- 
ber: la derivada 2t on el punto Mp (Zi, Za, + - «, Zm) según la diroc- 
ción 1, que se define mediante el vector unidad a= (cosa, 
COS Uy, + + «1 COB %m) *) se defino como derivada respecto de 1 de la 
función compuesta u = f (2) Za, - -s 2m), donde m = 3 + 
+ 1008 07, 29 = ta + l COS aa, - - 5 Zm = Zm + 1009 Qm: Si u = 
= f dx Za, -> <> 2m) es una función diferenciable, para la derivada 
direccional tiene lugar la fórmula siguiente 


bu _ ðu ôu du 
I= ae osa t-ga osat > > Ez 008 aa 


*) En geometría analítica del espacio euclideo m-dimensional el vector 
unidad a se define como vector con las coordenadas cos tj, COS Up, » += COS Lp» 
donde cos “aq -+ cos tat +. . . + COS 37 = 1. 
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Llámase gradiente de una función en el punto dado Ma (ti, Za, >>. 
-.; Em) a un vector que se denota con el símbolo grad u y que 


tiene por coordenadas ZE, 2%, ..., $, com la particularidad 

m =3 

de que las derivadas mencionadas se toman en el punto Mọ. Para la 

derivada direccional de una función diferenciable u = f (y, Za, «+ - 
- -; %m) resulta válida la fórmula (5.37). 


$ 5. Derivadas parciales y diferentiales 
de orden superior 


1. Derivadas parciales de orden superior. Supongamos que una 
derivada parcial ES respecto del argumento z; de una función u = 


= J (21, Te, > + «+ Zm), definida en un domiñio determinado {M} 
existe en cada punto del dominio {M}. En este caso la citada del 
vada parcial es una función de las variables 2,, Za, - + «, Tm, también 
definida en el dominio {M}. Puede suceder que esta función $ 
tenga la derivada parcial respecto del argumento z, en cierto punto A 
del dominio {M}. Entouces, dicha derivada parcial respecto del 
argumento z, se denomina segunda derivada parcial o derivada par- 
cial de segundo orden de la función u = f (ti, Zs, + + «: Zm) en ol 
punto M, primero respecto del argumento x,, luego, respecto del 
argumento Z, y se denota con uno de los siguientes símbolos 


7 


D u 
Tr Pien a 


Además, si ik, la derivada parcial so llama parcial 


Pu 
NA 
mixta de segundo orden. Introducido el concepto de segunda derivada 
parcial, puede introducirse sucesivamente la noción de tercera deri- 
vada parcial, luego, de cuarta derivada, etc. Si suponemos que ya 
tenemos introducida la noción de (z — 1)-ésima derivada parcial 
de la función u = f (z. Xy. . - ., Zm) respecto de los argumentos 
Zis Zu - +» Zin, (algunos o todos los números de la cual pueden 
coincidir) y que esta (n -- 1)-ésima derivada tiene en el punto M 
derivada parcial respecto del argumento z;,, la citada derivada par- 
cial recibo el nombre de n-ésima derivada parcial (o derivada parcial 
de n-ésimo orden) de la función u = f (Zi, Za, » - «. Tm) on el pun- 
to M respecto de los argumentos Zi. Zi, ++ + Zingt Zips De esto 
modo introducimos el concepto de n-ésima derivada parcial por el 
método inductivo, pasando de la primera derivada parcial a las poste- 
riores. La relación que defino la n-ésima derivada parcial respecto de 
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los argumentos Zi, Zi + ><: Zi, Zip tiene la forma 


2 
Dzin Pina 


dd ( anta ) 
Oz Oz Oy NOE ppp o r T 


Si no todos los índices i is, 
EA 
vada parcial 


< Eh coinciden entre sí, la deri- 
se Hama di 


E A A TA ada parcial mista 
(cruzada) de n-ésimo orden. Por cuanto la derivada parcial respecto 
del argumento z; se define como derivada ordinaria de una función 
de variable única z;, siendo fijos los valores de las demás variables, 
la metodología de cálculo de las derivadas parciales de orden supe- 
rior exige que se sepa calcular sólo las derivadas ordinarias de pri- 
mer orden. A título de ejemplo, calculemos las derivadas parciales 


de segundo orden de una función u = arg. Tenemos 


C y nos 
r T H”? y AE 
ou ay eu ar 
a THE? Ii ARNO 
Pu P Gu _ 2a 
mor AENA CGT 
En ol ejemplo examinado las derivadas parciales mixtas 23- 
y sE son igualos. Por regla general, los valores de las deriva- 
dos mixtas dopenden del orden en que se realiza la diforenciación 
sucesiva, Corciorámonos, por ejemplo, de que las derivadas par- 
ciales mixtas 25 y ¿237 de la función 
m aSr para 2241220, 
para 24y=0 


existen en el punto (0, 0), pero no son iguales. En efecto, 


pgi 
Du CARA para 224y250, 


o para 2%4+y2=0, 
Por eso 
de MZA 
= lím ZZ leao yao — Or leo yo 4, 


0. y=0 yo v 
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AL realizar cálculos análogos, obtendremos =1. De 


e 

0x0Y lx=0. yat 
esto modo, on el punto (0, 0) = + == Aclaremos las condiciones 
suficientes de independencia de los valores de las derivadas mixtas res- 
pecto del orden en quese efectúa la diferenciación sucesiva. Introduz- 
camos previamente el concepto de función de varias variables n veces 
diferenciable. Unafunciónu = f (zı. Z4, - - «y Tm) sedenomina n veces 


diferenciable en un punto Mo (žy, La, Im) si todas las derivadas 
parciales de (n — 1)-ésimo orden de esta función son funciones diferen- 
ciables en el punto My. Hagamos resaltar la afirmación siguiento. 
Para que una función u = f (Zı, Za, « « -, Zm) Sea n veces diferenciable 


en un punto Mo (y. Za, - . -, Zm), es suficiente que todas las derivadas 
parciales suyas de n-ésimo orden sean continuas en el punto My. La 
validez de esta afirmación se deduce de la definición de diferencia- 
bilidad de una función y del teorema 5.10 de las condiciones sufi- 
cientes de diforenciabilidad. 

Teorema 5.13. Sea u = f (x, y) dos veces diferenciable en un punto 
Mo (zo, yo). Entonces, en dicho punto las derivadas parciales f% y fo 
son iguales. 

prmosTrAcióN Por cuanto la función u = f (z, y) es dos voces 
difecenciable on el punto Mo (Zo, Yo), las derivadas parciales fx 
y fi están definidas en cierto entorno del punto M, y son funciones 
diferenciables en este punto. Veamos la expresión 


D = f (zo +h, Yo +h) — f (Zo +h. yo) 
— Í (Zos Yo +h) + f (£a, Yo), (5.38) 


donde k es un número cualquiera tan pequeño que el punto M (2) + 
+ h, ya + h) se encuontra en el entorno mencionado del punto My. 
La expresión (D puedo considerarse como el incremonto Af = 
= q (zo +h) — p (zo) de la función (2) = f(z, Ya +h) — 
— f (2, Yo), de una variable z, que es diferenciable sobre el segmento 
[zo, zo + h]. Por eso, do acuerdo con la fórmula de Lagrange, al 
designar con 8 un número del intervalo 0 < 0 < 1, podemos escribir 


W = Ap = q (2 + Oh) h = [fx (£y + 0h), Yo +h) — 

— fx (o + Oh, vo)lh = (1/2 (Za + 0h, yo +h) — 
fa (Zos Yol — Ifs (Zo + Oh, yo) — fa (Zor Yo)l} h. (5.39) 
Por cuanto la derivada parcial fs es diferenciable en el punto Mp, 
resulta que 

Va (xy + OM, Yo +R) — fa (Xo. Yo) = 
Sr (Zo, Yo) Oh + Fey (Zo, Yo) h + ah + Bih, 
Ife (Zo + Oh, Yo) — Fx (Zor YoY] = fix To, Yo) 0h + 20h, 

13-052 
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donde %,, f, y æ son funciones infinitésimas para k > 0. Al intro- 
ducir las expresiones halladas para Íf, (x, + 0h, yo + h) — 
— fu (Zo, Yo)) y Ifs (Zo + Oh, Yo — fa (Zo, Yo)] on la fórmula (14.39), 
obiendremos 

D = If (Eo, Yo) + al hè, (5.40) 


donde a = 2/0 + B, — a,0 es una función infinitésima para h — 0. 
Por otra parte, la expresión @ que se define mediante (14.38), puede 
considerarse como el incremento Ay = y (Yo + A) — y (Yo) de la 
función ip (y) = f (Zo + h, y) — f (Zo, y), diferenciable on cl seg- 
mento [yo. Yo + Al. Aplicando la fórmula do Lagrange y conside- 
rando la diferenciabilidad de la derivada parcial fọ en el punto Ma, 
obtenemos por analogía con el caso antecedente la siguiente expro. 
sión para (: 

O = [fik (o, yo) + BLA, (5.41) 


donde B os una función infiuitésima para 4—0. Al igualar los so- 
gundos miembros de las relaciones (5.40) y (5.41) y simplificando 
ambos miembros de la igualdad obtenida por h*, hallaremos que 
Fé) (Tos Yo) + æ = fyr (Zo, Yo) + B. Por cuanto a y B son funciones 
infinitésimas para — 0, de Ja última igualdad proviene que 
Sy (to, Yo) = fik (Za, Yo). El teorema está demostrado. 

OMSERVACION EIl teorema 5.13 afirma que en el puuto dado 
Mo (%o, Yo) tiene lugar la igualdad f$ = JÈ si en este punto son 
diferonciables fy y fp. Dado que fz y fy son diferenciables en M, 
se deduce que en este punto existen todas las derivadas parciales de 
segundo orden. Sin embargo, la igualdad fÈ = fġ tiene lugar tam- 
bién si existen sólo las derivadas f%) y fX, mas con la exigencia 
adicional do continuidad de las citadas derivadas en el punto en 
consideración. Es válida la siguiente afirmación. 

Supongamos que en cierto entorno del punto Mp (zo, yo) la función 
u = f (x, y) tiene derivadas parciales fz, fy, 1%), T3. Además sean 
las derivadas f$} y fjs continuas en el punto My. En este caso w= a 
en dicho punto. 

Para demostrar la afirmación, hagamos nso 
mediante Ja relación (5.38). De (5.39) se deduce que (> es la diferencia de valo- 
res de la función f¿ (x, y) en los puntos (Zo + Oh, vo + h) y (xp + Oh, yo), mul- 
tiplicada por à. AŤ aplicar a dicha diferencia la fórmula de Lagrange de inc 
montos finitos respecto de la variable y sobro el segmento [ya, ya -+ Al, obtondro- 
mos 

D = 8) (23 + 0%, vo + Oh) Aè, donde 0 < 0; < 1, 
Por ser f$8) continua en el punto Mo (zo, yo), do la última igualdad obtenemos 
D = [18% (o 10) + a (0) hè, 


donde a (h) > U cuando è — 0. 
Por otro lado, la misma magnitud 0 es la diferencia de valores de la fun- 


ción fý (z, y) on los puntos (2 -++ h, ya + 01h) Y (zo. Yo + 02h), multiplicada por 


expresión de W, definida 
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h. Al aplicar a dicha diferencia la fórmula de Lagrange de incrementos finitos 
respecto de la variable z sobre el segmento za, zo + A] y al toner en cuenta la 
continuidad de 72 en el punto Wo (zp, ya), obtendremos 


D = AR (or 10) + B W) h, 


dondo B gà 0 cuando hr o. 

Ignalando entro sí las últimas dos expresiones para D y razonando del mis- 
mo modo que al final de la demostración del teorema 5.13, nos convencemos de 
que las igualdad requerida 


IÈ (uo, 10) = PR zo, Y 


es válida, 
Demostremos ahora el teorema de independencia del valor de cualquior 
n-ésima derivada parcial mixta respecto del orden en que se realiza la diferen- 
ciación sucesiva, 
Teorema 3,14. Supongamos que nua función u = f (2, 


Lar eas tm) n 


veces diferenciable en el punto We (3y, Las + -s Zm). Entonces, en este punto el 
valor de cualquier n-ésima deriwada parcial mirta no depende del orden en que se 
realiza la diferenciación sucesiva, 

DEMOSTRACIÓN Es evidente que basto probar Ja independencia del valor 
du cualquier n-ésima derivada mixta respecto del orden en que se realizan dos 
dnforenetaciones suceswas. Dicho de otro modo, es suficiente probar la igualdad 


a 
RES 


(5.52) 


Jr, 


Fxaminemos una funció + Ésta es una función dos veces di- 


ina 
ferenciuble de las variahles 7, y sy 2 
TAS 


or eso, en virtud del teoremo 5.43, 


aksin Phu 
un, Oz, dz 
her Tin 


T; Jz 


Tz, 
n inor inaa 


ih, 


De aquí precisamente se desprende la validez de Ja igualdad (5.42). El teorema 
está demostrado. 


Advirtamos que en el caso de la 
n veces diferenciable en el punto 2 
suya de n-ésimo orden 


ción U == f (Sp, Za, oo ey Im) 
Wo. cualquier derivada parcial 
sede escribirse en la forma 


Du 
ON 
ALOE... DEM 

donde %, Æg, ---, An SON números enteros yue satisfacen las con- 


diciones 0a Sn, Y FA +... an= n 

2. Diferenciales de orden superior. Para denotar Jas diferenciales 
de los argumentos de la función u = f (%,. Za. - - .. m) y la dife- 
rencial de la misma función más arriba hemos empleado los símbolos 
diz, dis, .... dim y du, respectivamente. 

Ahora hemos de utilizar también otros símbolos para denotar Jas 
diferenciales de los argumentos de la citada función y la diferencial 
13% 
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de la propia función. En particular. las diferenciales de los argu- 
mentos de la función u = f (zı, da, - - -, Em) y la diferencial de la 
propia función se denotarán con los símbolos Öz, Óxz. -.-, Otm 
y ðu, respectivamente. Utilizando estas designaciones la expresión 
para la primera diferencial de dicha función (5.20), invariante por 
su forma (véase p. 5, $ 4) se representa de la manera siguiente: 


uh ôr, + A+ ch E btm- 
Volviendo a las designaciones anteriores, veamos la expresión 
(5.20) para la primera diferencial de la función u = / (zi. Ze, + 
+; Tp) diferenciable en el punto dado M (Ti, Ze, >- ++ £m): 


de 


du= 20) 


du 
Fe datg dnt do 
Supongamos que la magnitud que forma parte del segundo miem- 
bro de (5.20), es una función de los argumentos Zi, Za, --<. Zm, 
diferenciable en un punto dado M (2,, Za, » +», Zm). Para esto es 
suficiente exigic que la función u = f (t4, La, + Lim) sea dos veces 
diferenciable en el punto M(z,. 2: Zm), y los argumentos 
Zi, Zas «> »y žm sean o bien variables independientes, o bien funci 
nes dos veces diferenciables de ciertas variables independientes. 
Para ostas suposiciones podemos estudiar la diferencial 


sd) =5 [5 e dar] 
im 


do la magnitud (5.20). 

Definición 1. El valor 5 (du) de la diferencial de la primera diferen- 
cial (5.20), tomado para bx, = dz, Ôt, =dZy, ..., a = dim, 
se llama segunda diferencial de la función u = f (z, LN) 
emun parís dado. M (Eszt <° <> AAN y at denota coral sicibolo de. 
Así, pues, por definición *) 


du 5 (du) foxas, 5 [3 5 445] sg 
ei, = 


(ba di, 


*) El símbolo { Jax ax, Significa que en la expresión encerrada entro 


[opis m 
llaves se debe adoptar 82, =d21, ÔT, =dz:, OZ == do 
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La diferencial d'u de cualquier orden n se introduce por inducción. 

Supongamos que ya está introducida la diferencial d'-lu de 
orden n — 1 y que u = f (y, Zas - - .» Zm) es n voces diferenciable 
en un punto dado M (T, za. - - ~- Zm), mientras que sus argumentos 
Zas Zs, : >.» Zm Son variables independientes, o bien funciones r 
veces diferenciablos de ciertas variables independientes ty, La, + + «+ Eo 

Definición 2. El valor 5 (d"-'u) de la diferencial de la (n — 1)- 
-ésima diferencial d”-'u, tomada para ôx, =dz,, Ôt, = da, m= 
dtm, se denomina n-ésima diferencial de la función u = f (£1, Zas += + 
. zm) (en un punto dado M (2, Es, - --+ Tm) y se denota con 
el simbolo d'u. Así, por definición, 


d'u = 8 (8-1) Jos, 
Fok 


[0% medz m. 


Al calcular las diferenciales segunda y ulteriores hay que dis- 
tinguir rigurosamente dos casos: 1) el caso en que los argumentos 
Zis Za» > - -» Zm son variables independientes, 2) el caso en que los 
Argumentos z}, Za. - - -, Zm son funciones de ciertas variables inde- 
pendientes tj, ta, «<<, tas diferenciables el número correspondiente 
de veces. 

Analicemos, al principio, el primer caso. Si Tı, Ze, ---; Zm 
son variables independientes, tenemos el derecho de considerar que 
dí, dzs, . . ., dzm no dependen de 3i, Ta, - 

Cada diferencial dx, podemos tomarlo igua 
mento Az, para todos los puntos M (2,, Za, » + - 
tendremos 


$(dz,) == $) EN a, 0. 


pan 


La última relación y las reglas de diferenciación establecidas al 
final del p. 5, $ 4, permiten escribir para una función u = f (2%, 
Za, - « -, Em), dos veces diferenciable en un punto dado M, la siguien- 
te cadena de igualdades: 


dtu==6 (du) esmas, =8 [3 Z arn 
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+) a, 2 (E 0h... = 
spy; i A 


S a a 
2 2 a i di. (5.43) 
mi de 


(También hemos aprovechado el hecho de que para una función dos 
veces diferenciable las derivadas mixtas de segundo orden no de- 
pende do la sucesión en que se realiza la diferenciación.) 

Hemos llegado, pues, a que cuando los argumentos £y, Ly... 
+ +» Zm son variables independientes, para la segunda diferencial 
de la función dos veces diferenciable en un punto dado u = f (25, 
Za, -+ -s Zm) so verifica la representación 


(5.44) 


OBSERVACION 1. Una función de m variables ty, ty ..., fm del 
m m 

tipo O= Y) $ antita, donde «y son unos números reales 
A 


constantes, se denomina forma cuadrática do las variables t,, tą, . 

+ fm» y los números a;r, sus coel ntes. 

Una forma cuadrática se llama simétrica, si sus coelicientos 
satisfacen la condición am = ay, (para todo i= 1, 2, ..., m, 
y todo k = 1, 2, .. .„, m). 

La expresión obtenida (5.44) permite afirmar que para el caso 
en que los argumentos z}, Za, . . -, £m Son variables independientes, 
la segunda diferencial de la función u =f(x,, Zs, -.., Zm), dos 
veces diferenciable en el punto dado M, es una forma cuadrática 
simétrica *) de las variables dz,, diz, ..., dim, cuyos coeficientes 
son iguales a las correspondientes derivadas parciales de segundo 
orden de la función u =f(2,, Ts, -.., Tm) tomadas en el punto 
dado 

Advirtamos que la expr 
gundo orden (5.44) puede eser: 


obtenida para la diferencial de so- 
irse también en una forma diferente, 


fu 
*) La simetría de esta forma cuadrática deriva de la igualdad E o= 
720% 


E 
TT 


en 
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utilizando el símbolo formal 
d=dzx, E + díz Ho. +Hdim + (5.45) 


Con ayuda de este símbolo la expresión (5.44) puede escribirse en la 
forma 


é 
3 


à 
ZA 


Pu= (dri + de, 


hoootde ge) u (6.46) 


Es fácil convencerse por inducción de que cuando los argumentos 
Zi, Za, - -s Gm de la función u = f (Zy, Tas > - Tm), n veces 
dilerenciable en el punto dado M (z,, Zs, - - >. Zm), son variables 
independientes, para la n-ésima diferencial de esta función se verifica 
la representación 


o a m P 
Pun J D y rt Pd dtg 


amtet i 

Se puode escribir esta representación con ayuda del símbolo 

formal (5.45) en la forma siguiento: 
ð 
GA 


PMu= (azı E | dz, 


dim ==) u. (5.47) 


Las representaciones para la segunda diforoncial y las ulteriores 
tienen una forma absolutamente diferente cuando los argumentos 
Zas Zas > « => Zm de la función u = f (2, Zg, - - <+ £m) son funciones 
de ciertas variables independientes fi, tz, - --; tn, diferenciables 
un número correspondiente de veces. 

Volviendo a este caso, establezcamos una expresión para la se- 
gunda diferencial de la función u = f (zı, Zz. - - =» m), dos veces 
diferenciable en un punto dado M (Tı, Za, - +»; Zm), cuyos argu- 
mentos Ti, Ta, + - 1 lm Som funciones dos veces diferenciables de 
ciertas variables indepondientes t,, ta, «.-, fr. 

Al repetir los razonamientos de la cadena (5.43), obtendremos 


Pu=ò (du) haman, = Y (aer o (F) H az) 


pan] 


bamar, = 


[Oy 


= 2 (ón E heen 
an g m 


(0% pd m 


m 


+5 (Loan) 


sieran, > 
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Advirtamos que, en virtud de la definición de segunda diferencial 
de la función v = 2, (donde k es cualquiera de los números 1, 2, ... 
o. m) 


16 (de) lloxi=ón, Aan- 


[ó m =n 


Considerando esta relación, llegamos a la siguiente representa- 
ción para la segunda diferencial: 


bu Y Ei dedo 


kal iai 
o bien, empleando el símbolo (5.45), 


a 4 2 
Pu (dn a+ dea dz) u+ 


+ (a+ Er + + e lam) (5.48) 

Comparando la representación obtenida (5.48) con la (5.46), 
nos convencemos do que la segunda diferencial (en diferencia de la 
primera) ya no posee la propiedad de invariación de la forma. 

Con mayor razón no poseen esta propiedad todas las diferenciales 
ulteriores. 

OBSERVACION 2 Demos a conocer nn caso particular de importan- 
cía cuando la segunda diferencial y las posteriores de una función 
u = f (2, £a, - . -, m) de m variables poseen, no obstante, la inva- 
riación de la forma y se definen mediante la misma fórmula (5,47) 
que en caso de las variables independientes fi, za, . -., £m- 

Diremos les Zy, Za. - . -, Zm Son funciones lineales 
de las variab ntes fy, Las > + -, fa Sì se definen mediante 


21 = aw + anh + anta +.. Hanta (i= 1, 2, a, m) 


en las cuales con ai, Aig... din están designadas ciertas cons- 
tantes. 

Advirtamos que si la función u = f (£,, Zs, . . ., 2m) es n veces 
diferenciable en un punto dado M (z,, £,, . - «, Tm) y Si sus argumentos 
+ «y Lm son funciones lineales de las variables independientes 
ta, +: => fa, la nuésima diferencial de la función u = f (ty, £y, .. 
+ « -» dm) se define mediante la misma fórmula (5.47) que en caso de las 
variables independientes zı, T3, ..., Zm- 

Con el fin de cerciorarnos de ello, advirtamos que por cuanto 
ti ta +... ta son variables independientes, la n-ésima diferencial 
de zı, siendo diferencial de las funciones de los argumentos f, ta, . - 

- +» fn, se define mediante una igualdad del tipo (5.47), y, con mayor 


$ 5. Derivadas parciales y diferenciales 201 


precisión, mediante la igualdad 


dz = (de + de + dla q)" xa. 


Mas, cualquier derivada parcial de orden superior al primero de una 
función lineal z; es igual a cero. 

Por consiguiento, dèr, =0, dz, = 0, .... d'z, = 0. 

La igualdad diz, = 0 (para todos los i = f, 2, ..., m) y la 
representación (5.48) permiten concluir gue d'u se define mediante la 
igualdad (5.46). De un modo análogo, aprovechando las relaciones 
dr, =0...., dz = 0, demostraremos por inducción que du, 
d'u, +, diu se definen mediante la igualdad (5.47). 

OBSERVACION 3 Al realizar los cálculos se necesita, a veces, descifrar la 
igualdad (5.47) y, teniendo presente gue ésto contiene términos que coincidon, 
secribir todos los términos diferentes de esta igualdad junto con sus cooficienti 


Con este iin puede emplearse la Krmula del polinomio de Newton que tiene 
lu forma 


(atat Ham" 


y atat- Ham gg 
a CACA 


wtar -tapan 


han 
(la rumación en el segundo miembro de esta fórmula se realiza respecto de tudos 
los Índices de números enteros ar, + am. cada uno de los cuales satisface 
las inecuaciones 0 < 2, < », a condición de que la suma de todos estos Índices 
dh ah. Am sen igual a nj. 
La fórmula (5.49) se establece con facilidad por inducción. En efecto, para 
m = 2 y para cualquier » natural esta fórmula es a ciencia cierta válida, pues 
Se transforma en la fórmula conocida del binomio de Newton. 
Supongamos que esta fór 
natural y comprobemos que 
mero m+ 1 y todo n natural. 


Al representar (a; aa +. 40m tm)" en la formu 
O -+ dm= orth aat AL 
calenlemos, con ayuda del binomio de Newton, el cceficiente de af'af" ... 


a amaia, En virtud de la igualdad a, +a- ++ Amp n, de la fórmula 
del binomio de Newton y la suposición sobre la validez de la fórmula (5.40), 
para el número m y todo » natural, este coeficiente sorá: *) 


latat- tan 


Zmar tas 
Cu [CAUCA 


es válida para cierto número m > 2 y todo n 
este coso es válida también para Cualquier nú- 


A E AAN TEN 
“Tamal a, a TIOS ER 
atarte b mt am) 


EIA 


j y 
%) Tenemos en cuenta que Aa y, por eso, 
cm m mos tart- Ed ge 


amt 1a 
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La expresión obtenida para el coeficiente de a%!-a%: ... asimM-a 21 coincide 
plenamente con la expresión que se obtiene a partir de la fórmula (9.49) 
sustituyendo en ella m por m4. 

La inducción queda terminada y la fórmula (5.49) está demostrada. 

La fórmula (5.49) nos permito escribir la expresión (5.47) para la ¡-ésima 
diferencial en la forma siguiente 


ES Ade y dan di 
atar tapon PRO ao 
d<a,en 


Fórmula de Taylor para una función de m variables con el 
o residual en forma de Lagrange. Denotaremos la diferencial 
de k-ósimo orden de la función u = f (zı, z4, - . ., Zm) en ol punto M 
con el símbolo d*u |x. Demostromos el teorema siguiente. 

Teorema 5.15. Supongamos que una función u = f (M) = 


= f (2 Zes --., Im) viene dada en cierto e-entorno *) del punto 
Mo Se Za, +1 Zm) y que es n + 1 veces diferenciable en el e-entorno 
citado. Entonces, el incremento total Au = f (M) — f (Ma) de dicha 


función en el punto My para cualquier punto de M del e-entorno indi- 
cado puede ser representado en la forma siguiente: 


Au dí my Hp du ot + lap d lo 


(5.50) 
donde N es cierto punto del e-entorno mencionado que en el caso general 
sólo depende de M (2, zs, . . ., Zm), y las diferenciales dx, de las 
variables x; que integran las expresiones d'u | yy, y d'*u | y son iguales 


a Az, = z; — zı. La fórmula (5.50) se llama fórmula de Taylor para 
la función u = f (M) con centro del desarrollo en el punto Ma. 

DEMOS1RACION. Para reducir las notaciones, analicemos el caso 
de la función u = f (z, y) de dos variables z e y. Previamente escri- 
bamos en una forma especial la fórmula de Taylor para la función 
u = F (t) de una sola variable £, n + 1 veces diferenciable en cierto 
entorno de un punto tọ. Recordemos que la fórmula de Taylor con 
centro del desarrollo en to para la función u = F (t) de una sola 
variable tiene la forma (el término residual se toma en forma de 
Lagrange): 


Pl) =P (t) F (to) t tt r FO o (t o 
AE + ES 


X (to +0(1— to) (t— t)", 0<0<1. (5.51) 


*) En lugar del e-entorno del punto M, se puede tomar el llamado entorno 
estelar de dicho punto quo se define como un entorno del punto Mọ, el cual, junto 
con cada uno de sus puntos Af, contiene integramente el segmento MoM. 
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Por cuanto el argumento tes una variable independiente, el incre- 
mento At = t — t es la diferencial dt de la variablo independiente £. 
Por 0so 


FW (to) (£ — to)” == PO (19) dt” = d'F (to) = d*u [to 
y 


FWD (to +0 (t — to)) (£ — to)” = d” tu | tat0tt -to (5.52) 


Al denotar la diferencia F (t) — F (to) con Au, la fórmula de Taylor 
(5.51) puede ser escrita, de acuerdo con (5.52), en la siguionte forma 
especial: 


Au = du Jo + y du let +- 


co d'u lotr 9 lorito (5:53) 


Veamos ahora en el »-entorno del punto Aa (Zo, Yo) un punto arbitrario 
M (zo. +42, Ya + Ay) y unamos los puntos Mo y M mediante una 
recta. Evidentemente, las coordenadas z e y de los puntos de la 
citada recta son las siguientes funciones lineales de la nueva variable £: 


z= z, 4 tAr, y= yo dt Ay (5.54) 


y, además, lus coordenadas do los puntos del segmento MoM corres- 
Ponden a los valores de la variable £ del segmento 10, 1). Notemos 
que al valor de £ = O le corresponde el punto Mo, y al valor del = 1, 
el punto M. Dado que, por hipótesis, la función u = f (z, y) de dos 
variables z e y es n + 1 veces diferenciable en el entorno que se con- 
sidera, de las fórmulas (5.54) se deduce que en la recta MoM esta 
función viene a ser la función compuesta de la variable t, (n + 1) 
veces diferenciable al menos para todos los valoros de £ dol segmento 
(0, 1). Denotemos esta función compuesta con F (t) y escribamos 
para ella la fórmula de Taylor con centro de desarrollo on el punto 
ty = 0 en la forma espocial (5.53) para 


An = F (1) —F (0) = f (M) — f (Mo). 


Las diferenciales de diferentes órdenes que figuran en la fórmula 
(5.53) son diferenciales de la función compuesta u = f (z, y), donde 
z o y son funciones lineales (5.54). De conformidad con la observa- 
ción dol punto anterior, en estas condiciones las diferenciales de 
cualquier orden de la función u = f (z, y) pueden ser escritas en la 
forma (5.47). Por eso. 


a k 
dhu romo = (E de + y dy) nacen: v= 20 Vator 

ne (5.55 
Au Ingri- = (Lar + dy) tx 5.55) 


X U liz, +8 Ax, yot 6 A 


ES] 
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con la particularidad de que en las fórmulas (5 
a partir de las relaciones (5.54) para dt = 
este modo, en las fórmulas (5.55) 


dz = dt Az = Az y dy = dt Ay = Ay. 


Introduciendo du |i, y du losa) de (5.55) en la fór- 
mula (5.53) y considerando las relaciones (5.56), obtendremos la 
fórmula de Taylor (5.50). El teorema queda demostrado. 

He aquí la expresión desarrollada de la fórmula de Taylor (5.50) 
para la función u = f (2), Zs, -.., Zm): 


Hb Bar cm) =f (is do oona Em) + 


žit. 


+2 tte 
2 


T Onin) I Ga Ear oos En) 


1 ð 2 s 
tpr ar aiti de 
è 
n 


dat Olzy h) 0 2 0 (Tm 


A Onim) fii H0 a — 


a)l- (5.57) 


4. Fórmula de Taylor con el término residual en forma de Peano. 

Teorema 5.15*. Supongamos que n > 1 es un número entero y que 
está dada una función u = f (M) = f (£i, ta, ..., 2m), (n — 1) 
veces diferenciable en el e-entorno del punto Mo (ti, 3a, +, dm) 
y n veces diferenciable en el propio punto Mo *). Entonces, para todo 
punto M del mencionado e-entorno de Ma resulta ser válida la fórmula 
siguiente: 


DOM) 1 (Mo) +y du Ino + fp du lana + ++ 


ch du lao (o), (5.58) 


en la cual con p está designada la distancia p (Mo. M), y el simbolo 
o (p") denota una función infinitésima para p — 0 (o para M > Mp), 
cuyo orden de infinitud es más elevado que p". 

La fórmula (5.58) se donomina fórmula de Taylor (con centro en 
el punto Mo), cuyo término residual se expresa en la forma de Peano. 


+) Cuando n = 1 se debo exigir que la función u = / (sy, z 
definida sólo enel -entorno del punto 41, y sea diferenciabile 
Mo. 


Zm) esté 
pio pun- 
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osseuvación. En la notación más detallada la fórmula de Taylor 
(5.58) tiene la forma 


.. . Sd .. 3 
Ju To tm) f (Eo Ea 0) + [e ar 
E EN a 
o A (5.59) 
Notemos que el segundo miembro de (5.59) contiene la suma del 
polinomio de n-ésimo grado de m variables 7,, Za, - .., Zm y del 
término residual o (p”). 
Denotemos con Ra +1 (M) la diferencia entre f (M) y el polinomio 
mencionado, es decir, pongamos 


Ran 0) = 01193 q [ti A 


rm 


(adm) g 


Jir. 6.60) 


El teorema 5.15* quedará demostrado si establecemos que, cum- 
plidas las condiciones de este teorema, R +1 (M) = 0 (p”). 
Antes de demostrar el teorema 14.15% aduzcamos dos lemas. 
Lema 1. Si una función f (M) = f (tı, Za, -> +, Zm) es n veces 
diferenciable en un punto Mae (3y, Zas - - -, Zm), tanto la propia fun- 
ción Rny1 (M), definida mediante la igualdad (5.60), como todas las 
derivadas parciales suyas respecto de cualesquiera variables ty, La, 
+ -+ Em de orden hasta n inclusive se anulan en el punto Mo. 
DEMOSTRACION. Cuando n = 1, la función (14.60) toma la forma 


R, ON =M) 101) (213) E Md — ++ 


-lEn in) g Mo) 


y las igualdades R, (Ma) = 0, sis (M,)=0 (para todos ¿=1, 2, ..., m) 
se comprueban de un modo elemental. 

Para realizar la inducción, supongamos que ol lema es válido 
con cierto número n > 1 y demostremos que en tal caso lo es también 
para el número n + 1. 

Sea f (M) una función (n + 1) veces diferenciable en el punto Mo y 

net 


Ry OD =M- A [40 3 


y 
z 


ai a O (5.61) 
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La igualdad a+ (Ma) = 0 se comprueba de un modo elemental 
(basta considerar que cada diferencia entre paréntesis (z; ~ t) 
en (5.61) se anula en el punto Ma) 

Queda por demostrar que para todo i= 1, 2,... m la propa 


Tunción fy 2 (M) y todas Jas derivadas parciales de esta unción 
de orden hasta æ inclusive se reducen a coro en el punto My 
y con este fin, en virtud de Ja suposici admitida sobre la 


validez del lema para el número n, es suficiente señalar que la 
función -Erst (M1) se define mediante la igualdad (14.60), y con 


rua lladd 


mayor precisión, mediante Ta 


LAA "i Y 
E O = E A) (a) — 


[eio + ot Onin) RL (5.82) 


Por cuanto todas las variables x, (ë = 1, 2, ..., m) son eqni- 
talivas e intervienen en la expresión para Rn 4 (M) de un modo 
simétrico, es suficiente demostrar la igualdad (5.62) para i 
es decir, demostrar la igualdad 


Ue ri il ya al E) ss ea 
A O a) -3 ale-a bak 
a 


dq 


EHu da) HL 663) 


Tm 
1) evidencra que para demostrar (5.63) basta con- 
sa n Fi con ta, 


Jsa fórmula 
vencerso de que para cada número k = 1, 
Los > > aa Zm Fijos 

d E ... 
AN 


seo +m im) 2] M) =k [ai 2 
s = 


RA 


Al ditorenciar respecto de ry, las variables Za, £g.. , Zm Son 
fijas, razón por la cual la magnitud 


a 

D= (2, — a) -gay H ++ (Em — Em) > 

Puede considerarse, al diferenciar respecto de z}, como una magnitud 
a 


constante. Conviene añadir que por cuanto los símbolos -Ž- 
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- ++ g= Se emplean para formar las derivadas parciales de la fun- 


ción f en un punto fijo Mọ, entonces, al diferenciar respecto de sy, 
los citados símbolos también deben tomarse por magnitudes cons- 
tantes. 

En virtud do lo dicho, para demostrar la igualdad (14.64), basta 
convencerse de que es válida la igualdad 


a s. 2 a ta 
+ [e A +D] +D] zar (5-65) 
Al diferenciar Ja función [e 5) H+D * respecto de s, 


como función compuesta y considerando Ja independencia, señalada 


más arriba, de los símbolos D y —L— respecto de z, obtendremos 
Öz 


la igualdad (5.65)- La inducción se da por terminado. 

El loma £ está demostrado. 

Lema 2. Sea R (M) = R (ti Lo, -- + m) una función arbitraria 
que salisface dos exigencias: 


1) R (M) es n vecesdiferenciable en un punto My (y, Te, ++ m), 

2) la propia función R (M) y todas las derivadas parciales suyas 
respecto de cada una de las variables z}, £3, . . ., Xm de orden hasta n 
inclusive se reducen a cero en el punto mencionado Mo. Entonces, para 
la función R (M) es vàlida la estimación 


R (M) = o (p"), (5.66) 
donde la letra p designa la distancia p (Mo, M) entre los puntos My 


DEMOSTRACION Cuando n = 1, la afirmación del lema se desprende 
de la condición de diferenciabilidad *) de Ja función A (Af) en el 
punto Ma, la cual tiene la forma 


a 
ZA 


[e 


RM)— R= D EE A uh Hao) 


= 


Considerando que R(Mo)=0, -FÈ (Mp)=0 para todo k= vrti 
llegamos a que R{M)--o (p) 

Al realizar la inducción, supongawos que el lewa 2 es válido para 
cierto número n > 1 y demostremos que en tal caso lo es también 
para el número n + $. 

Supongamos que la función H (M) satisface dos requisitos del 
lema 2 para el número n + 1. Entonces, evidentemente, cualquier 


derivada parcial de esta función de primer orden 2 (31) (k = 


9) Véaso la relación (5.16) del p. 2 $ 4 de este capítulo. 
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= 1, 2, ..., m) satisfará los dos requisitos del lema 2 para el 
número n, por lo cual (en virtud de la suposición admitida sobre la 
validez del lema 2 para el número n) será válida la estimación 


=0(p"). (5.68%) 


Advirtamos, ahora, que por cuanto n > 1, tenemos n + 1> 2, 
y la función R (M), que satisface dos requisitos del lema 2 para el 
número n + 1, es en todo caso diferenciable una vez en un entorno 
del punto M,. Por eso, para esta función quedan cumplidas las con- 
diciones del teorema 5.15 para el número n = 0. De acuerdo con el 
teorema mencionado, para todo punto M de un e-entorno suficiente- 
mente pequeño del punto Ma en el segmento MoM existo un punto N 
tal que es válida la fórmula 


R(M)=R(M) ++ 5 iy mm. (5.67) 
pan 
Diremos ahora que por cuanto el punto N se evcuentra entre 
los puntos Me y M, y p es la distancia entre los puntos M, y M, enton- 
ces p (N, My) <p, y, por eso, de (5.66*) se desprende que 


TE M=). 


dar 


Introduciendo la última estimación en (5.67) y considorando que 
My) = 0, obtendremos 


R(M)=0(0") 2, 122 i- 


Dado que EEAS pA (z;—ł)? =p. obtenemos on defini- 
E 

tiva que R(M)= 0 (p"). 

La inducción se da por terminada. El loma 2 está demostrado. 

LA DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA s.e se lleva a cabo fácilmente 
con ayuda de los lemas 1 y 2. 

En efecto, ya se ha hecho constar más arriba que para domostrar 
ol teorema 5.15*, basta establecer la validez de la estimación 

Razr (MM) = 0 (0°) 

a condición de que se cumplan las condiciones del teorema para la 
función (5.60). 

En virtud del lema 1, la propia función (5.60) y todas las der 
vadas parciales suyas respecto de cualquiera de las variables 2, 
Za, + -» Tm de orden hasta n inclusive se anulan en el punto Mo. 
Pero, en este caso, en virtud del lema 2, para la función (14.60) 
es válida la estimación Rp, (M) = 0 (p”). 

El teorema 5.15* está demostrado. 
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$ 6. Extremo local de una función de m variables 


1. Concepto de extremo de una función de m variables. Con- 
diciones necesarias de un extremo local. Supongamos que la función 
de m variables u = f (M) = f (£1, La, ---. Tm) está definida en 


eierto entorno del punto Wa (3i, Ya, ---, £m) de un espacio E”, 

Definición 1. Diremos que la función u = f (M) liene en el punto 
Mo un máximo local (mínimo local) si existe un 6-entorno del punto 
Mo, en cuyos márgenes el valor f (Mp) es el máximo (mínimo) entre 
todos los valores f (M) de esta función. 

Definición 2. Diromos que la función u = f (M) tiene en el punto 
Mo un extremo local sí tiene en dicho punto o bien el máximo local, 
o bien el mínimo local. 

Establezcamos las condiciones necesarias de un extremo local 
de la función u = f (M) que posee on el punto dado Me derivadas 
parciales de primer orden respecto de todas las variable 

Demostremos la afirmación siguiente: si una función u 


== f (£i, Lp + .. Em) posee en un punto Mo (Z, dz, - . .. Zm) deri 
vadas parciales de primer orden respecto de todas las variables y, £y, . 

-+ £m y liene en este punto un extremo local, todas las der 
parciales de primer orden se reducen a cero en el punto Mo. es decir, 
se verifican las igualdades 


EN 


(MY Or E (MO) 0 5.68) 


di 
Mo o, i 

vrmosruación Establezcamos la validez do la primera igualdad 
(5.188). Fejemos on la función u = f (2, Za. Tm) los argumentos 
Zas tyr > > => Zm, adoptándolos iguales a las covedonadas cor 
dientes del punto Mo. es deci 


© haciendo 


+11 Em = Tm. Obtenomos, pues. la función n 
de una sola variable x,. La derivada de esta fi 


ión de una sola varia- 
ble eu el punto xy = %, coincido con la derivada parcial -Zi (4/5). 
Por cuanto la función de m variables u = f (M) posee su extremo 


local en el punto Me, la citada función de una sola variable u = 


== f Wis Eno o > » Tm) tiene el extremo local en cl punto z, — žy, 
y, por eso (en virtud de los resultados del p. 2, $7, cap. 8, t. 1) la 


derivada de esta fune de una sola variable en el punto z, 
la] 2 K 
ide con la derivada parcial L£ (Me). es igual a cero 
y 


Tis 


que coi r7 


La primera igualdad de (5.68) está demostrada. Las demás igual- 
dades de (5.68) se demuestran de mn modo análogo. 

Rocalquemos que las igualdades (5.68) (es decir, la anulación 
en el punto dado Ma de todas las derivadas parciales de primer 
tese 
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ordon) son sólo condiciones necesarias. pero no suficientes para que 
haya extremo local de la función u — / (M) en el punto Ap. 
Por ejemplo, ambas derivadas parciales de una función de dos 


k du de 
variables u = zy, Y yo Se anula el punto Ma (0, 0), no obs- 


tame, la citada función no lione ningún extremo el punto 
Maea (0, 0), puesto que la función u = xy es nula en el mismo punto 
M, (0, 0), mientras que loma valores tanto positivos, como nega- 
tivos en un ó-entorno tan pequeño como se quiera. 

Los puntos, on los que se anulan todas las derivadas parciales 
de primer ordon de la función y = f (M), se denominan puntos de 
extremo eventual de dicha función. 

En cada punto de extremo eventual la función u = f (W) puede 
toner un extremo local, pero, la existencia de este extremo puede 
establecerse sólo con ayuda de las condiciones suficientes de un 
extremo local que se analizan en el punto siguiente. 

De la afirmación demostrada más arriha se desprende también 
otra forma de las condiciones necesarias de un extromo local 

si una función u = f (M) es diferenciable en un punto M, y tiene 
en el mismo un extremo local, la diferencial du \w, de esta función 
en el punto M, ex idénticamente igual a cero respecto de las diferenciales 
de las variables independientes d7,, dxs. . Atm- 

En efecto, por cuanto 


e 


i u dù 
ae (Mo) dz, 4 (Mo) das H + Modin 


de las igualdades (14.08) so de que, cualesquiera que sean dt, 
dis... dem. queda válida la igualdad du |y, =0. 

2, Condiciones suficientes de un extremo local: En la formulación 
do las condiciones suficientes de un extremo local de lo función 
do m variables n — f (M) un papel importante lo desempeña la 
segunda diferencial de esta función en el punto Mo sujeto al oxamen 

En el p. 2. $ 5 de este capítulo nos hemos convencido de que 
cuando los argumentos Zi. Za, ><: 2m do una función dos veces 
diferenciable u =— f (z, Tr +. ~ Tm) Son o bien variables indepen- 
dientes, o bion funciones lineales de ciertas variables independientes, 
la segunda diforencial do esta función en el punto dado Y, cs una 
forma cuadrática respecto de las diferenciales de los argumentos 
dz, dzs, .... dim del tipo siguiente: 


diu m= Y È en de dre, (5-69) 
SE 


donde 


e 
tin = ani = (Mo). (5.70) 
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Para formular las condiciones suficientes de un extremo local 
nos harán falta algunos datos de la teoría de las formas cuadráticas 
que daremos a conocer, para mayor comodidad del lector, más aba- 
jo *), 


La forma cuadrática respecto de las variables žy, Ra, o., hm 
(his hys de) 2 È, Ginħhiħy (5.71) 
A 


se denomina definida positiva (definida negativa) si para cualesquiera 
valores Ry Ry, +. Am que uo son simultáncamente nulos, esta for- 
ma loma valores estrictamente positivos (estrictamente negativos). 
La forma cuadrática (571) se llama forma de signo definido si es 
o bien definida positiva, o bien definida negativa. 
La forma cuadrática (3.71) se lama forma de signo variable si 


toman valores tanto estrictamente positivos, como estrictamente nega- 
tivos 


La forma cuadrática (5.71) se Iama forma de xtgno cast definido 
si towa o bien sólo valores no negativos. o bien sólo valores no posi- 
tivos, anulándose para Jos valores ley, ha... .. Jem que no sou simh- 
táncamente nulos, 

Enunciomos el llamado criterio de Sylvester que caracteriza la de 
Eimición del signo de una forma cuadrática **). 

Llamemos matriz de forma cuadrática (5.74) la siguiente expresión: 


ün Aig oe qm 


da. 


A (15.72) 


ami amm 


1 todos los elementos de z A satisfacón la condición 
m ta ls di 2 o Ah. A ale a 
lama simétrica. 


Llamemos menores principales de la matiz simétrica 114,72) 
los {guientes determinante: 


An Oz do 


O Ba aa s a 


lan an ass dat a e Coi 


#3 Todas las definiciones y afirmaciones aquí aduculas pundon encontrarse, 
por ejemplo, on Algebra lineal le V. A. Iin y E. G. Pozniak (en ruso) 
3%) J. Sylvester (1814 1897), matemático inglés, 


ne 
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El criterio de Sylvester se enuncia en forma de las dos afirmaciones 
siguiente: 

1%. Para que la forma cuadrática (5.71) con la matriz senétrica 
(5.72) sea definida posttiva, es necesario y Suficiente que lodos lox meno- 
res principales de la matriz (5.72) sean postlivos, es decir, que se cum- 
plan las desigualdades 


A1>0, Az ¿Am >0. 


2. Pera que la forma cuadrática (5-74) con la matriz simétrica 
(5.72) sea definida negativa, es necesario y suficiente que los signos de 
los menores principales de la malriz (1.72) se alternen, con la particula- 
ridad de que el signo de A, sea negalico, es decir, que se verifiquen 
las desigualdades 

Ar <0, A2>0, As <Ü, 4¿2>0, .. 


Ahora ya estamos listos para poder enunciar y demost 
roma que establece las condiciones de un extremo local. 

Teorema 5.16. Supongamos que una función de m variables u 

FAM) = f (tas + + -s Am) es una vez diferenciable en cierto en- 
torno del punto My (E des + -+> Tm) Y dos veces diferenciable en el 
propio punto My. Admilamos, además, que el punto Mo es el punto de 
extremo eventual de la función u = f (M). es decir, que du | My = 0. 
Entonces, sí la segunda diferenctal (5.06 —15,70) es una forma cuadrá- 
tica definida positiva (definida negalica) de las variables dx, dra, . 
<... dëm, la función u == f (M) tiene en el punto Me un mínimo local 
(onicimo local). En cambio, si la segunda diferencial (5.6N— (5.70) 
es una Jorma cuadrática de signo variable, la función u == f (W) no 
tiene extremo local en el punto My. 

DEMOSTRACION. TDemostremos, al principio, la primera parte del 
teorema, suponiendo, para concrotar, que Ja segunda diferencia) 
(5.69) —(5.70) es una forma cuadrática definida positiva de las varia- 
bles dx, dz, - 17, Demostremos que en este caso la función u = 

= f (Al) tiene en el punto M7, un mínimo local. 

Desarrollemos la función u = f (M) en un entorno del punto We 
de conformidad con la fórmula de Taylor con término residual on 
forma de Peano, adoptando en la citada fórmula n = 2 *) 

Obtendremos que 


HA) —F(M)=du Ino + ar dèu Luotot) (14-73) 


ron teo- 


con la particularidad de que en la igualdad (5.73) las diferenciales 
dey de las variables zp, que figuran en las expresiones para du |y, 


y du |i» son iguales a los incrementos correspondientes (rn — 21) 


*) Para la función u todas las 


f (Mi quedan cumplidas, con n 
condiciones del teorema 5.15* (véase p. 


, $ 5 de este capítulo). 
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de estas variables, mientras que la magnitud p tiene la forma 


p= VOR EE + (dz = 


Va — a+ (ai + lGm— Em)? (5.74) 
Por la hipótesis del teorema, el punto A/, es un punto de extremo 
eventual. Por eso, en vista de los resultados del puuto anterior, 
duw, = 0. Teniendo on cuenta esta igualdad y suponiendo en las ex- 
presiones (5.69)—(5.70) para la segunda diferencial de, = £r — 2r, 
demos a la fórmula de Taylor (5.73) la forma siguiente: 


9 


01M -y D Y anli) +00). (5.75) 


imd hent 


Es suficiente probar que para todos los p sulicientemente pequi 
ños el segundo miembro de vo. (Esto significará pro 
samente que eu un entorno sulicientemente pequeño del punto Wo 
la diferencia f (17) — J (Wa) es positiva, es docir, la función n = 
= f (M1) tiene en el punto 17, un minimo local). 


Adoptomos A; =, donde i= 1, 2, ..., m. Entonces, de la 
expresión (5.74) para p se deducen las relaciones siguientes: 
E htt. E A (5,76) 


Con aynda de las designaciones introducidas la igualdad (5.75) puede 
ser escrita en la forma 


Ma 


Y anhihs +0 (0). 15.75) 
Fa 


10)—J01) =$ S 


p 


E 


La relación LÈL es una función infinitésima para p > 0(o bien 


paro W — Mo), la cval se denolará con æ(p). Introduciendo esta 
función se puede escribir la igualdad o(p”)=p*.« (p), con cuya 
ayuda daremos a la relación (5.75%) la forma siguiente: 


100-4010) —+* [+ S Hontda tato]. 15.75) 


151 kmt 


hora ya no cs dificil demostrar que el segundo miembro do 
**) es positivo para cualquier p suficientemente pequeño. La 
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Forma enadrática db Ð D) ardin es una función definida y cont 
¡a 

mua en la superficie de la esfera unidad (5.76) que constituye va con- 
junto cerrado y acotado, De acuerdo con el segundo Leorema de Werer- 
sIrass (véase Leorema 5.7 del p. 2. $3. cap. 5), esta función alcanza 
en este conjunto su cola inferior exact demás, dado que la fi 
enadrática (5.71) es definida positiva y que ly, ha, «> em, que 
f: acen la relación (5.76), no son iguales a cero simultáncamen- 
le. Ja citada cota inferior exasta p es estrictamente positiva. 

Por cuanto la función œ (p), infinitésima para p > 0, satisfaco, 
para todos los p suficientemente pequeños, la desigualdad | œ (p) | < 
< p, todo ci miembro derecho do (5 es posilivo para todos Jos 
p suficientemente pequeños, es dee para lodos los M suficiente 
mento próxim Mo- 

Fsto ex prec n indicio de que la función u — / (M) tic 
ne un mínimo local en el punto Mo. 

De wn modo análogo se demuestra que cuando Ja segunda dilo- 
rencial (5.69) (5.70) es una forma cuadrática definida negativa, la 
hinción u (M1) tione on el punto Ma un máximo local. 

Vemostremos ahora la segunda parte del teorema, es decir, pro- 
hemos que si la segunda diforenci 1) 45.70) es una forma cua- 
drática de siguo variable, Ja fu nu — f (Àf) no Liene extremo local 
en ol punto Ma. 

Pstablezcamos, ante todo, la siguiente propiedad auxiliar de la 
lorma cuadrática de signo variable (5 71). 

Si una forma cuadrática D (h,, hy, .. , hm) es de signo variable, 
existen dos colecciones de variables (h, Mi... Mim) Y Mis =D) 
tales que 


(Y A (MY A l- (hin)? = 


OEA AA A n) =A 


con la particularidad de que 
O (hi, hi -~ di) >O, O M, his oo Mi < O. 


En efecto, en virtud de la definición de la forma cuadrática de 
signo variable se encontrarán dos colecciones de argumentos 
td y lis). compuestas de números no mi 
eamente, de tal género que 


Se 


simult 
Ut... ba) >00, O (G. 
Adoptando 


5.79) 


(5.80) 


VHD A -A a 
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y considerando que de la definición (5.71) de la forma cuadrá- 
tica se deduce inmediatamente que 


GPU ++ (im) 


O(h his hmd = 


CAE Ege o-r Ends 


4 > 4 nam 
ra O (Ge o tah 


obtendremos (en virtud de (5.79)) las desigualdades (5.78), con la 
particularidad de que de las relaciones (5.80) provienen directamente 
igualdados (5.77) 
a propiedad auxiliar de la forma cuadrática de signo variable 
demostrada. 
Volvamos ahora a la demostración de la segunda parte del teore- 
ma. 


jemos dos colecciones de variables (h, h, -. o, hm) y (W 

+ Wn) que satisfacen las relaciones (5.77) y (578) y domostre- 
ne para Lodo p > isten dos puntos Ñ’ (z, Zn) 
y MO (ri «s dm) del espacio E” de tal género que p 
= pW’, Ma) pco partienlaridad de que 


ri" 


Mis 


- W para todo 11 


sam, (5.81) 


En efecto, adoptando para cualquier p >0 y para todo número 
t(- L2 a ym) 


arpa zi = d- phin 


salisfaremos las relaci 


nes (5.81); además, en virtud de las igualdades 
(5.71). sor 


las iyunldados 


pr a V Y 


E)? == 


=p ADA E m) -o 
PM, Mò V A la = 
spk a, =p- 


Ahora ya no es difícil convencerse de que cuando lo segunda dife- 
rencial (5.69) —(5.70) es una forma cuadrática de signo variable, la 
función u = j (M) no tiene extremo en el punto Me. 

Al escribir para la función x + f (M) el desarrollo en un entorno 
del punto Me según la formula de Taylor con término residual en for- 
ma de Peano. y al tomar este desarrollo en los puntos M’ y M” men- 
ciomdas más ANEA, obtendremos en Togat do. (3:75) Jos dos deso: 
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rrollos siguientes: 


D D anti) iria) +o) (5.82) 


iet amt 


FOM) — FMa) = 


MM D D atei 0) +o 107), (5-33) 
iai 
válidos para todos los p > 0 sulicientemente pequeños. 
Introduciendo en estos desarrollos los valores (z — 24) y (di — z) 
de las igualdades (5.51) y considerando que o (p°) = pè-a (p), donde 
2 (p) — 0 cuando p— 0, daremos a los desarrollos (5.82) y (5 83) 
la forma siguiente 


100 1M0=* [52 Y antiti+ato)]. 
rs 


KM M= [5 Y Y anti 2(0)] 


ml ant 
ibirse en la forma 


Las últimas dos relaciones pueden reesei 
JO) == 9 [FO his ao], 5.829 
LO) MY =P E D hohia tato]. 15:83) 


Teniendo en cuenta las relaciones (5.78) y el hecho de que las mag- 
nitudes D (h;, h; er Rm) >0 y Dhi hi, a hn) <Ù no de- 
penden de p, y recordando que p — p (M1. Mo) = p (M4 ", Ma), 
obtenemos de las relaciones (5.82*) y (5.83*) que para p >Ô, tan 
pequeño como se quiera, se cumplen las desigualdades / (A7) > 
>/ (Mo) y f (M°) < f (Mo) que demuestran precisamente la ausen- 
cía de extremo en el punto Me 

El teorema 5.16 está plenamente demostrado. 

OLSERVAGIÓN 1 Si Ja segunda diferencial de una función u — / (1), 
dos veces diferenciable en un punto dado de extremo eventual My, 
es en dicho punto una forma cuadrática de signo casi definido, no 
puedo decirse nada concreto sobre la existencia o ausenea en este 
punto de un extremo local. 

Así, por ejemplo, en cada una de las dos funciones uy = 4% -t 
+ y? y uz = al + y! la segunda diferencial en el punto de extremo 
eventual M, (0, 0) es idénticamente igual a cero (es decir, es una Jor- 
ma cuadrática de signo casi definido), mas, sólo la segunda de las 
funciones mencionadas tienen en dicho puulo un extremo Jocal. 
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Con el fin de resolver la cuestión de extremo local para el caso en 
que la segunda diferencial es una forma cuadrática de signo casi de- 
finido, se deben examinar las diferenciales de órdenes más elevados, 
pero esto sale de los márgenes del curso dado. 

onservación 2 El requisito dèu | M> 0 (dèu | My< 0, respecti- 
vamente) es la condición necesaria para que exista un mínimo (máximo) 
local en el punto M, de una función u = f (M) dos veces diferenciable 
en este punto. 

En efecto, supongamos, para concretar, que u = f (M) tiene en 
el punto Mp un mínimo local, pero la condición d*u | M¿> O no está 


cumplida. Entonces, se encontrarán tales hy, Ry, y hm que 
dü mm X) Y) ¡(Mo hh <0. 
M= 2 Li Tray Mo) uha 
paa 


Veamos la función P (0) = f (f, + thy, za + lhs, -s Em + thm 
definida a ciencia cierta para cualesquiera t suficientemente pequ 
ños en módulo. La función / (£) ha de tener un minimo local en el 
punto £ = 0, lo que está en contradicción con la condición 


F"(0) = du | Mo < 0. 


3. Caso de una función de dos variables. En la práctica se encuentra 
frecuentemente el problema de extremo de una función de dos varia- 
bles u = f (x, y). En este punto daremos a conocer los resultados 
roferentes al caso dado. 


E u du 
TS 


en cierto 


Denotemos las deri parciales 
punto My(%, y) con los simbolos dy, Gms aga Tespectivamente. 


Rosulta ser válida la afirmación siguiente. 
Supongamos que una función de dos variables u = f (x. y), una 


vez diferenciable en un entorno del punto My (2, y) y dos veces diferen- 
ciable en el propio punto Mo, y admitamos que M, es un punto de extre- 
mo eventual. Entonces, si en el punto My se cumple la condición 
aüs — 4, >0, la función u = f (x, y) tiene en este punto extremo 
local (máximo, cuando a,, << 0, y mínimo, cuando a, > 0). En cam- 
bio, sí en dicho punto My se liene ad — at, < Ô, la función u = 
= J (z, y) no tiene en este punto extremo local *). 

DENOSTRACION La validez de la primera parte de la afirmación 
enunciada se deduce directamente del teorema 14.16 y del criterio 
de Sylvester sobre la forma cuadrática de signo definido, puesto que 


ass lia n 
ai1üg— tia 


Ar in 
an la 


+ E} caso de aptis -aya = Ô requiere un análisis adicional, 
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Demostremos la segunda parle de la afirmación. Así, pues, su- 
pongamos que en el punto M, se cumple la desigualdad aa, — 
— ai, < U. Demostremos que en este caso la segunda diferencial 
dèu on el punto Mo os una forma de signo variable. Examinemos, al 
principio, el caso de a, 3 0. Al hacer uso de las designaciones intro- 
ducidas anteriormente 


CTRA 
p= Y i+ (yy. la 


7 
obtendremos la expresión siguiente para la segunda diferoncial: 


22 
du Jan Y anhi planh? ahihi + agh?) 

E Hanhet maħ) i (ants =at) hii 
Es comprobar que cuando hy 1, k=O, y para I~ 


x 
), la diferencial du |an, tiene sig 


h 
es decir, es una forma dl 
de acuerdo con el teorema 14.16, la fun 
mo loca) 

Examinemos «hora el caso de ay, ~U. De la condición 4,¡4g, — 
— at, < Ose desprende que a 0. Por consiguiente, de la expre- 
sión para dèu |ar,, escrita más arriba, se obtiene 

Eu lst, = Ph, (ash, + agha). (5.854) 

Supougamos que A 0 y que la magnitud k, es tan pequeña 
(de la condición hi + hi = 1 se deduce que semejante elección de 
h, y hy es posible) que la expresión (24,2, + Agafiy) conserva inva- 
riablo el signo do la magnitud 2a,¿h,. Entonces, de la fórmula (5,84) 
so deduco que d% |a, tiene signos diferentes para ha > 0 y ha < Ô, 
os decir, la función u = f (z, y) no tiene un extremo local en ol pun- 
to Mo, La afirmación está completamente demostrada. 

4. Ejemplos de análisis del extremo de una función. 1) Llállense 
los puntos del extremo local de una función de m variables 


u= tát... +...+2%m, (5.85) 
donde A es un número real distinto de cero. 


igno variable, por lo cual. 
n no tiene en M7, un extre- 


Para hallar los puntos de extremo eventual obtenemos las siguien- 
tos ecuaciones: 


du 
A 


21, +2--0, - 27 +2-0. (5.86) 


e suso p, puede ser une magnitud tan pequeña como se quiera 


n hat 1 está cumpia 


$ 8, Extreme local de una función de m variables 219 


A partir de las ecuaciones (5.86) concluimos que el único punto 
de extremo eventual es Mao (0, —1, -.., —1). 

Con el fin de analizar la fuvci (5.85) en dicho punto M, con 
ayuda de las condiciones suficiontes de extremo, caleulemos la se- 
gunda diferencial 
U \ara = 2A (de + 2 (de)? ho... + 2 (d2m)*. (5.87) 
s obvio que cuando 2 1> 0, todos los valores de la segunda dife- 
rencial (5,87) son estrictamente positivos para dx,,dza, 
simulláneamente distintos de cero, es decir, cuando À > 0, la segunda 
diferencial (5.87) es una forma cuadrática definida positiva. Por 
eso, cuando 2 > Ù, la función (5.85) tiene un mínimo local en el pun- 
Lo Mn (0, —4, .... —1). 

Cuando 2<0, la oa diferencial (5.87) es positiva para 
1. y negativa para de, =1, 
. . gnifica que, cuando A< 0, la so- 
gunda diferencial (5.87) es wma forma cuadrática de signo variablo. 
Por eso. cuando 4 < Ò, la fune: (5.85) no tiene un extremo local 
en el punto My (0. ). 

2) En un pleno hay n puntos Ma (24, bih k =4, e 
en los cuales están concentradas Jas masas m, > 0. Se o hallar 
en dicho plano un punto Ma (Za, Va) tal que respecto de él el momento 
de inercia dol sistema imlicado de puntos materiales sea mínimo. 

Por cuanto el momento de inercia del sistema dado de puntos ma- 
toriales respecto del punto M (e, y) e 


lir. = Ra my Mar — ar)? H u d (5.85) 


Ya), en ol cual la 


el problema consiste en hallar ol punto Ma (zo 
función (5.88) alcauza su valor 

Paca hallar Jos puntos de ext 
tenemos las ecuaciones siguiente: 


al de la función (5.88) 


a 


Tr 


=D 5 myte—=a) 0 L-2) mtu—b)=0, (5.89) 
imt pan 
A partir de las ccuac: 89) concluimos que el único punto 
de extremo eventual de n (5.88) es Ma (tw. Ya), CUYAS coor- 
denudas son 


rusos emato do Eon y Mama deman 5y 

e PESO EA paras? 
ð S À e, 

Por enanto an S> 2 2 mp0, an Ear O a 


tenemos anana, > 0, y, de acuerdo con la 
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afirmación demostrada on el p. 3, la función (5.88) tiene un mínimo 
local en el punto Mo (zə, yọ) con las coordenadas (5.90). Es fácil con- 
vencerse de que el valor de 7 (z, y) en este punto es mínimo. Advir 
tamos en conclusión que las fórmulas (5.90) determinan las coorde- 
nadas del centro de gravedad del sistema de puntos materiales que 
se considera. 


$ 7. Método gradiental do búsqueda del extremo 
de una función fuertemente convexa 


En esto párrafo se oxpone la teoría del método gradiental de bús- 
queda del extremo de una función fuertemento convexa que es de am- 
plio uso en Ja práctica. 

La idea de este método es oxtraorilimariamente sencilla. Para ou 
contrar aproximadamente los puntos del mínimo de una función de 
m variables, so emplea el hecho de que la orientación del gradiente 
de esta función coincide con la dirección de crecimiento máximo de 
esta función. Por consiguiente, un vector —grad f (£9) en Lodo punto 
Ly = (Ly, Xq, -s Tm) está orientado según la dirección de de 
cimiento máximo de la función f (2) = f (Z, Las»... dm) Vsto 
aos permito esperar que si, partiendo de cierta aproximación n 


sima aproximaci 


s 
a 


En == (L, Lg. - 


Lis Vys + ++ Zm), Comstruimos la 
ir Vy 
on h 


+ Xm) con arreglo a la fórmula recurrente 


Lia = La — a grad f (xa). 


entonces, para æ positivo y suficientemente pequeño, la sucesión de 
puntos {za} convorgerá hacia el punto del mínimo de la función 
$ (œ). 

El presento párrafo está dedicado a la realización estricta de esta 


idea simple. 
ñ 


1. Conjuntos convexos y funciones convexas. Sea t, = (2%; 
4 E 22 2 
od jim) Y da = (ista «o: Zo) dos puntos de un espacio eu- 
clídeo m-dimenstonal Æ*, los cuales pueden considerarse como vecto 


ros en 2” con las coordenadas correspondientes. 
Llamemos segmento que une los puntos x, y z, a un conjunto de 
puntos del espacio E” de la forma z, -| t (z, — 21), donde / es un 
número cualquiera del segmento 0< i< 1 
Denotemos el segmento que une Jos puntos z, y z, con el símbolo 


poeri 

Definición 1. Un conjunto Q de puntos del espacio E" se Hama 
convexo si posee la propiedad siguiente: cualesquiera que sean dos puntos 
2, y £y, perlenecientes al conjunto Q, el segmento 1,2 que los une tam- 
bién pertenece a este conjunto. 
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Como ejemplo de conjunto convexo en el espacio E" puedo ser- 
vir una esfera m-dimonsional (no importa que sea abierta o corrada), 
o bien un somiespacio zm > O (es decir, un conjunto de todos los puna- 
Los (£y.2gs +  », 2m) del espacio E”, cuya m-ósima coordenada sa 
face la condición Zm >> 0). 

Como ejemplo de conjunto Q no convexo puede servir un comple- 
mento de la esfera m-dimensional o una esfera m-dimensional, en la 
cual ostá suprimido por lo menos un punto. 

Soa Q cierto conjunto de puntos del espacio E”, y sea z cualquier 
punto fijo de este espacio. 

Llamemos distancia del punto x al conjunto Q a la cota inferior 
exacta de las distancias del punto z a toda clase de puntos de dicho 
conjunto 

Denotemos con el simbolo p (z, Q) la distancia del punto 2 
al conjunto Q. 

Así, pues, por del 


ición. 
p (x. 0) = a p (z, y) 


Para cualquier conjunto Q del espacio E" y; pura todo punto e 
de esto espacio existe una distancia p (z, Q)*). particula: 
punto x pertenece al conjunto Q, tenemos p (z, 9 =0. 
No obstante, en el comunto Q no siempre existe un punto y Lal 

è verifique p (z, y) ~ p (£, Q). 
Asi, por ejemplo, si el conjunto Q es una osfora abierta m-dimeu- 
sional. y x es ur punto de /2” dispuesto fuera de dicha esfera, en tal 
conjunto Q no existe un punto y tal que p (z, y) = p (æ, Q) (pueste 
que para todos los puntos y de la esfera abierta Ọ se cumplo la desi- 
gualdad p (2, y) >p (x, 0). 

Si, no obstante, Q contiene un punto y tal que p(x, y) = 
= p (2 Q), el citado punto y se denomina proyección del punto z 
sobre el conjunto Q. 
La proyección del punto x sobre el conjunto Q se denota con el 
simbolo Pa (2). 

Subrayemos que si el punto x pertenece al conjunto Q, tenemos 
Po (x) = x. 

Así. pues, la proyección Pq (z) del punto z sobre el conjunto @ 
se define mediante una relación 


p (z, Po (£) = p (2.0) = inf p (z, y). 
vo 


que 


Cabe destacar que pueden existir varias proyecciones del punto 
z sobre el conjunto Q. Por ejemplo, si Q es una esfera m-dimensional 
con centro en el punto z, cualquier punto de Q será proyección del 
punto x sobre el conjunto Q. 


*) Puesto que el conjunta p (z, y) para toda claso de y pertenecientes a Q 
está siempre acotado inferiormente (mediante el número cero, por ejemplo). 
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Es válido, siu embargo, el lema siguiente. 

Lema 1. Si un conjunto Q delespacio E" es convexo y cerrado, y zes 
cualquier punto de E", existe, y, además, la única proyección del pun- 
to x sobre el conjunto Q. 

DEMOSTRACION Al principio demostremos la existencia de por lo 
menos una sola proyección del punto z sobre el conjunto Q. Deuote- 
mos con p (x, Q) la distancia del punto z al conjunto Q. Por cuanto 
p (z, Q) está definida como cola inferior exacta inf p (2, y), se encon 


“ue 
trará una sucesión (y, ) de puntos del conjunto Q tal que p (x. y) 
> pe 0) 

Por definición de límite de una sucesión américa para cualquier 
e > 0, todos los elementos y, satisfacen, a partir de cierlo número, 
la relación 


p (z. Q) — e < p (z. yn) < p (x. Q) + 8. 


De aquí se deduce que la sucesión (y, j de puntos del espacio £" 
ostú en Lodo caso acotada y, por eso, en virtud del teorema de Bolza- 
no —Weierstrass (véase p. 2, $2, cap. 5, en esla sucesión puede selec- 
cionarse una subsucesión convergente [y,,). donde n = 1,2, 

Donotemos con y el límite de la subsucesión (4, ). Por ser el conjun- 
to Q cerrado, el punto y pertenece a esto conjunto. Rosta prohar que 


piz y) = p(z, Q) = lim p (2, 4,). 


Advirtamos que en vista de las desigualdades triangulares 
PAED p (2 y) AY) Y PS P Y) + P ot) 
se verifica una relación | p (z, yn,) -p (@. u) |£ P (V. Hu). Do 
esta relación y de la convergencia de la subsucesión {yn,} bacia y 
se dosprende que lim p(z, y:,) = p (z, y), es decir, p (e. Q) = 
= p (t, y). Ñ 

De este modo queda demostrada la existencia de por Jo menos 
una proyección del punto z sobre el conjunto Q. 

Demostremos ahora que existe sól» una proyección del punto x 
sobre el conjunto Q. Supongamos que existen dos diferentes proyec- 
ciones y, e ya del punto z sobre el conjunto Q. Por cuanto Q es un 
conjunto convexo, Lodo el segmento /,Y, que une y, € ya pertenece al 
conjunto Q. En particular, al conjunto Q le pertenece el punto medio 


age dol citado segmento. Cerciorémonos de que la distancia 


p (7 11512) del punto z alcitado punto medio del segmento A 
es estrictamente inferior a la distancia p (2.4) = P (2.Y2)- 


Excluyamos del análisis un caso trivial en que 
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kn oste coso p (a 2i) 


, mientras que plz, y)= 


p2, y: >0, pues, do lo contrario (es decir, si p(x. y)= 
=p(x, ya =0), ambos puntos yı e ya Coincidirían con z y no 


podrían ser diferentes. Así. pues, on el caso trivial 14%. 
la inccuación 

A) (5.91) 
es evidente. 


Demostremos ahora Ja inecnación (5.91) para el caso en que 
uin pr. 


Haciendo uso de la propiedad del producto escalar de dos vecto- 
res en el espacio £”*), obtendremos la relación 


poa Sp) o (A — a) 


lA DA AÑ paal (5-92 


Cerciorémonos «hora de la validez de la 
elit, yal Vi DY i 
Con este fin hagamos uso de que para cualesquiera vectores a y b 
del espacio E”, no colineales uno respecto del otro (es decir, 


que a 3 Ab, cualquiera quesea À real) so cumple la ¡ecuación estric- 
ta de Cauchy-Boniakovskit*) 


i ostricta 
Wma). (593) 


Ia. DJ] <P la, a)-(b, b). 
Esto significa que para demostrar la la conven- 
cerso de que los vectores y, — £ e y, — z no son colineales, es decir. 
convencerse de que pata ningún å real puedo verificarse la igualdad 
H r= A (y — a). (5.94) 


Si la igualdad (14.94) fuera válida para un 2 tal que | à | #1, 
soria imposible la igualdad p (4, 2) =P (Y z) 

La validez de la igualdad (5.94) para à = + 1 contradiría a que 
los puntos y, e y, son diferentes. 


por ejemplo. $ 4. cap. 4 del Tibro Algebra lineal de V. A. iin 
y E, Y. Pozmiak (cu ruzo) 

*») En efecto, cuando a + 2h, 
trinonno cuadrado (a — Ab, a — b) 
tamente positivo y su discrimivante 4 ft 
negativa 


vector (a — AM) no es nulo. Por eso, el 
la, a) — 22 (a, b) + A? (b, b) vs estric- 
j? — (a, al (b, bi] es estrictamente 
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Por fin, la validez de la igualdad (5-94) para 
que = z, lo que 2260 ha oxeluido del análisis, 

Así, pues, la igualdad (5.94) no se verifica, cualquiera que sea 
>. real, por lo cual la demostración de la desigualdad (5.93) se da por 
erminada. 


AL cotejar la igualdad (5.92) con la desigualdad (5.93), Hogamos a 
que 


a(r, 


—1 sigmlicaria 


Yi 


1 
yli n) i 


P24 aSa DY: A 


naV n 


Ht, yaa) 4 (n 
Loto ypt ple vN ple y) oE ya) 


4) queda torminada Pero. 
te 


La demostración de la desigualdad (5 
esta desigualdad significa que eu el conjunto Q hay un punto ” 


2 
más próximo a z que los puntos yı € Vz, lo que contradice al hecho 
dle que cada uno de los puutos y, © y, es una proyección del punto 7 
sobre el conjunto Q, es decir, es la cota inferior exacta de la distan- 
cia p (x, y) pura toda clase de y perteneciontos a Q. 

La coutradicción obtenida señala que la suposición de que exis- 
ten dos proyecciones diferentes y, e y, del punto x sobre el conjunto 
Q es errónea 

La demostración del Jema 1 ha concluido. 

Pasemos ahora a la dofinición de función convexa. 

Definición 2. Una función f (x), definida en un conjunto convexo 
Q del espacio E”, se denomina conveza hacia las y negativas, o simple- 
mente convexa sobre dicho conjunto, si para cualesquiera dos puntos 
æ, y X, del conjunto Q y para todo número real t del segmento 0< tE 1 
se cumple la inecuación 


Ha + t (e — pS (a) H EM (2) - Fl 


Definición 3. Una función f (x), definida en un conjunto convexo 
Q del espacio E", se denomina estrictamente convexa sobre este conjunto 
si para cualesquiera dos puntos x, y £, del conjunto Q y para todo núme- 
ro real t del intervalo O < t < 1 se cumple una inecuación estricta 

Hz, + tlr, — 201 < f (2) + 40 (3) — f (20). (5.96) 

Está claro que toda función f (z), estrictamente convoxa en el 
conjunto Q, es convexa en este conjunto. 

Es fácil establecer la condición suficiente de convexidad (de 
convexidad estricta, respectivamente) de la función / (z) dos veces 
diferenciable sobre el conjunto convexo Q. 
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En lo que sigue más adelante siempre supondremos que el conjunto 
Q tiene por lo menos un punto interior. 

Lema 2. Supongamos que una función f (z) está definida y es dos 
veces diferenciable sobre el conjunto convezo Q. Entonces, para que esta 
función sea conveza (estrictamente conveza) sobre Q, es suficiente que 
la segunda diferencial d* f de esta función en todos los puntos de Q sea 
una forma cuadrática definida casi positiva (definida estrictamente po- 
sitiva). 

DEMOSTRACION. Sean z, y Ze cualesquiera dos puntos fijos del 
conjunto Q. Veamos en el segmento 0< ¿< 1 la siguiente función de 
una variable independiente t: 


F (t) = f la, + t (2 —2)) —1 (2) — tlf (22) —1 (a)l. 
(5.97) 
Recordemos que la segunda diferencial d?f de la función f (2) = 


= f (Ly) Zas - > + žm) de m variables independientes Zi Za, + 
+ tm en un punto dado z = (T1, Zs, - >.» Zm) eS *) 


CEDIP Hr (0: Am (5.98) 
iat amt 


Al diferenciar la función (5.97) dos veces respecto de £ según la 
regla de diferenciación de una función compuesta, obtendremos 


a A A £ 
=S D la t) (Tat) (5.99) 
ón 
va i za 
donde (ZjZa, + - + Im) Y (fu Zas + 
los puntos 2, y Z, respectivamon! 
AL cotejar las relaciones (5.98) y (3 
validez de la igualdad 


F” (1) = df iz, + t (33 — a)l, (5.100) 
donde en la expresión para d'f los incrementos Az, se han tomado 
2 


2 
žm) son las coordenadas de 


5.99), nos convencemos de 


iguales a £; — zi 

Realicemos, los razonamientos posteriores, para concretar, para 
el caso en que la segunda diferencial d*f en todos los puntos de Q 
es una forma cuadrática definida casi positiva. En este caso, para 
todo £ del segmento 0< t< 1, el segundo mbro (y, por lo tanto, 
el primero) de (5.100) es no negativo, es decir, para todo £ del seg- 


mento (<< 1 
F"(9>0. 6.101) 


+, Véase el p. 2, $ 5, cap. 5. 
145—052 
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En virtud de la definición 2 y la relación (5.97), basta demo: 
que para todo £ del segmento O< t< 1 se cumple la inecnación 


FO (5.102) 


Para demostrar la inecuación (5.102) hagamos uso de la relación 
(44.401) y las igualdades fáciles de comprobar 


F (0) =0, F (1) =0. (5.103) 


Supongamos que en el interior del segmento OX t< 1 existe 
por lo menos un punto £, en el cual F (£) > 0. Entonces, la función 
F (e) alcanza su valor máximo en el segmento OL t< 1 on cierto 
punto interior t de dicho segmento, con la particularidad de que 
F (1,) >0. Eu este punto tẹ la función £ (1) tiene un máximo local, 
y, por eso, F’ (tp) = 0. Pero, de la inecuación (5.101) se deduce que 
la derivada ZF’ (£) no decroco en todo el segmento OZ t< 1, y, por 
lo tanto, también en el segmento ty < ¿< 1. De aquí y de la condi- 
ción 4” (lẹ) = Use infiere que la derivada F” (£) es no negativa en to- 
do punto del segmento t <1< 1, y, por eso, la función F (t) no de- 
crece en este segmento. Esto nos lleva a la inccuación 


F ()> F (t) >0, 


que contradice a la segunda relación de (5.103). 

La contradicción obtenida demuestra que la suposición de que 
en el segmento 0< t< 1 existe por lo menos un punto £, en el cual 
F (t) >0, es errónea, esto es, demuestra la validez de la inecuación 
(5.102) en todo punto del segmento 05 t< 4. 

Con esto queda demostrada la primera parte del lema (sobre la 
convexidad de f (z) a condición de que d?/ sea una forma cuadrática 
definida casi positiva). 

La segunda parte del lema (sobre la convexidad estricta de f (x) 
ión de que d*f sea una forma cuad: a definida estricta- 
mente positiva) se demuestra de un modo análogo. Partiendo de la 
inecuación (5.101), válida esta vez con el signo > , y de las inecua- 
ciones (5.103), suponiendo que en el interior del segmento 0< t< 1 
existe por Jo menos un punto £, en el cual F (£) > 0, deduciremos que 
F (t) tiene en el interior del segmento 0< ¿< Í un punto de máximo 
local ta; además, F (tp) >0. Mas, en tal caso, siendo Z” (le) = 0, 
de (5.101) obtenemos que F” (£) >U en todo punto del semiintervalo 
to <t< 1, lo que significa que F (1) > F (te) > 0. 

De nuevo obtenemos una contradicción con la segunda relación 
de (5.103), la que demuestra que F (£) < 0 en todo punto del inter- 
valo 0 < t < 1, es decir, demuestra la convexidad estricta de f (z) 
sobre el conjunto Q. 

El lema 2 está completamente demostrado. 

El lema demostrado conduce, naturalmente, a la idea de exami- 
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nar la clase siguiente, más estrecha todavía, de funciones convexas 
en un conjunto convexo Q y dos feces diferenciables en el mismo. 

Definición 4. Una función f (x) dos veces diferenctable en el con- 
Junto convezo Q, se denomina fuertemente conveza en dicho conjunto si 
existe dos constantes positivas k, y k, tales que la segunda diferencial df 
de esta función definida mediante la relación (5.98) satisface en todos 
los puntos z del conjunto Q las inecuaciones 


ky (APL E {S ky (An). (5.404) 


(En estas inecuaciones Az designa un vector con las coordenadas 
(At, Alas - . -+ Azm), y el símbolo (Az)? denota el cuadrado escalar 
del vector mencionado.) 

De la inecuación izquierda (5.104) se deduce inmediatamente 
quo la segunda diferencial de una función fuertemente convexa es 
una función definida estrictamente positiva en todos los puntos del 
conjunto Q. y, por eso, (en virtud del loma 2) una función convexa 
sobre el conjunto Q es a ciencia cierta estrictamente conveza en dicho 
conjunto. 

Además, la clase de funciones fuertemente convexas es bastante 
amplía e importante en los problemas aplicados y nos limitamos a 
esta clase al exponer la teoría del método gradiental do búsqueda de 
un mínimo. 

Empecemos aclarando la cuestión de existencia y de unicidad del 
mínimo. 

2, Existencia del mínimo de una función fuertemente convexa 
jad del mínimo de una función estrictamente convexa. Supon- 
gamos que una función f (x) está definida sobre un conjunto convexo 
Q. Diremos que esta función tiene en un punto z, dol conjunto @ 
un mínimo local si existe un $-entorno de este punto zp tal que el 
valor f (zp) es el mínimo entre los valores de esta función en todos los 
puntos de intersección del -entorno de zo con el conjunto Q. 

Admitida esta definición, el concepto de mínimo local incluye 
también los puntos del mínimo de contorno de la función f (x) en 
la frontera del conjunto Q. 

De este modo, teniendo presente la definición dada, podemos sub- 
dividir los puntos de mínimo en puntos de mínimo local interior 
(cuando dichos puntos son puntos interiores de Q) y puntos de mí- 
y local de contorno (cuando estos puntos son puntos de frontera 

e Q). 

Para estudiar el problema de existencia y unicidad de un punto 
de mínimo local nos hará falta cl siguiente teorema auxiliar. 

Lema 3. Supongamos que en un conjunto convezo Q viene dada una 
función conveza diferenciable f (x). Para que esta función tenga un mi- 
nimo local en el punto x, del conjunto Q, es necesario y suficiente que 
para cualquier vector Az, para el cual el punto xy + Az pertenece al 


15% 
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conjunto Q, se cumpla la inecuación *) que sigue 
(grad f (zo), Ax) > 0. (5.105) 
DEMOSTRACION. 1) NEGESIDAD. En virtud de la afirmación demostra- 
da en el p. 6, 54, cap. 5, el primer miembro de (5.105) es igual al 


producto de la derivada de la función f (z) en el punto z, según la 
dirección del vector Az por la longitud | Az | de este vector: 


(grad f (20), Sz) =Z (x,)1A 71, (14.106) 


donde e=- 8 es el vector unidad en dirección de Az. 
Por cuanto xy es el punto de mínimo local de la función f (2), 
la derivada 3L (25) según cualquier dirección de ent es no 


negativa (con mayor precisión, es igual a cero cuando x, es un 
punto de extremo local interior, y no negativa cuando Tọ es un 
punto de extremo local de contorno). 

Así, pues, el segundo miembro de (5.106) (y. por eso, también el 
primer miembro de (5.105)) es no negativo. La necesidad está demos- 
trada. 

2) suriciencIa. Supongamos que para todo vector Az, para el cual 
el punto zx, + Az pertenece a Q, se cumple la inecuación (5.105). 
Demostremos que el punto z, es un punto de mínimo local de la fun- 
ción f (x). 

Por cuanto la función f (z) os, de acuerdo con la hipótesis, conve- 
xa sobre el conjunto Q, para cualesquiera dos puntos z, o z de dicho 
conjunto y cualquier número t del segmento Ô< t< 1 se cumple la 
desigualdad (5.95). Al suponer en esta desigualdad z, = zo, z} = 

= zo + Az, podemos escribir esta desigualdad en la forma 


{leot Aa) — f (z) p LEERD E, (6.107) 


Considerando fijos zp y Az, pasemos on la desigualdad (5.107) al 
límite para t—>0 +0. Por definición de la derivada direccional 
(véase p. 6, $4, cap. 5), el límite del segundo miembro de (5.107) 
para t— 0 + 0 es exactamente igual al producto del segundo miem- 

ro de (5.106). Por eso, on virtud de las relaciones (5.105) y (5.106), 
este límite es no negativo. Considerando que el primer miembro de 
(5.107) no depende de t, de la (5.107), en límite para t >0 + 0 ine- 
cuación se infiere que 


Í (Zo + B2) — f (29) > 0. 


*) En la inecuación (5.105) se toma ol producto escalar de los vectoros 


grad f (29) y Az. Véase en el p. 6, $ 4, cap. 5 la dofinición de grad f (20). 
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La última desigualdad, lícita para cualquier vector Az, para el 
cual el punto zp + Az pertenece a Q, demuestra que la función f (z) 
tiene en el punto xy un mínimo local. La suficiencia está demostrada. 

El lema 3 está completamente demostrado. 

omsirvacion 1 La demostración aducida evidencia que para el 
caso en que z es un punto interior del conjunto Q, es decir, cuando so 
trata de un mínimo local interior, en la formulación del lema 3 
el signo > de Ja inecuación (5.105) puede ser cambiado por el 
signo ==. 

OBSERVACIÓN 2 Al demostrar la necesidad del lema 3, no hemos 
recurrido a la exigencia de convexidad de la función f (z). Por eso 
la necesidad se demuestra sin la exigencia de que la función f (7) sea 
convexa. De otras palabras, es válida la afirmacion siguiente: si una 
funcion f (x) es diferenciable en un conjunto convezo Q y tiene un mi- 
nimo local en el punto interior (de frontera) xa dz dicho conjunto, para 
cualquier vector Ax, en cuyo caso el punto xy + Ax pertenece a Q, 
se cumple la desigualdad 


(grad f (ro), Az) = O L(grad f (xo), Ax) > 0). 


Pasemos a la cuestión de unicidad y existencia de un punto de 
mínimo local. f 

Teorema (de la unicidad del minimo local de una función es- 
trictamente convexa). Si una función f (x) es diferenciable y estricta- 
mente convexa sobre un conjunto convezo Q. puede tener un mínimo 
local solamente en un único punto de este conjunto. 

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que la función f (z)tiene un mínimo 
local on dos puntos diferentes x, y x, del conjunto Q. Entonces, la 
condición de convexidad (5.95) para los puntos z, y za puede escribir- 
se en la forma 


Hp) > EA (5-108) 


(aquí, £ es un número cualquiera del segmento 0< i< 1). 
A] cambiar de papel los puntos z, y z, en la relación (5.108), 
obtendremos la inecuación 


Ha) > 


DI (5.100) 


Al pasar en límite para £>0 + 0, el segundo miembro on (5.108) 
(en el segundo miembro de (5.109), respectivamente) proporciona 
la derivada de la función f (z) según Ja dirección del vector £, — 2, 
(del vector zı — £a, respectivamente), tomada en el punto z, (en 
el punto zs, respectivamente), multiplicada por | z, — z |. Por 
cuanto ambos puntos z, y z, son puntos de mínimo local, ambas de- 
rivadas direccionales citadas son no negativos. es decir, los límites 
de los segundos miembros de (5.108) y (5-109) para (0 +0 am- 
bos son no negativos. 
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De esto modo, de las desigualdades (5.108) y (5.109) obtenemos en 
límite para ¿0 +0: 


Í €) — f ED 0, / a) —1()>0. 


La comparación de las últimas desigualdades nos conduce a la con- 
clusión de que f (2) == f (2). 

Haciendo uso de la igualdad f (xx) = f (r,). obtendremos, par- 
tiendo de la condición de convexidad estricta ( 96), que 


in +t6.—2a0) <f (21) (5-110) 


para todo t del intervalo O <t <14 

La dosigualdad (5.110) contradice al hecho de que la función 
Í (=) tiene un mínimo local en el punto x, (en el punto 2, d- t (za — 
— 21), tan próximo como se quiera al punto x, para £ pequeño, la fun- 
ción j (2) tieno uu valor inforioral de f (z,))- 

La contradicción obtenida muestra que nuestra suposición do 
quo la función / (x) tiene un mínimo local en dos puntos diferentes 
del conjunto Q es errónea. El teorema está demostrado. 

Demostremos la oxistencia de un mínimo local para unas restric- 
ciones más rigurosas que las adoptadas dl demostrar la unicidad 

Teorema (de la existencia de un mínimo local de una función). 
Si una función f (x) es fuertemente conveza sobre un conjunto cerrado 
convezo Q, dicha función tiene en el conjunto Q un punto z, de mínimo 
loca1*). 

prmosmación  Notemos, al principio, que el teorema os a 
ciencia cierta válido para el caso en que el conjunto cerrado convexo 
Q es, además, acotado. Entonces, de acuerdo con el segundo teorema 
de Woiorstrass (véase teorema 5.7), la función f (z), siendo en todo 
caso continua sobre el conjunto Q, alcanza en cierto punto zp de 
dicho conjunto su valor mínimo en Q. Este punto ze será precisa- 
mente el punto de mínimo local. 

Resta demostrar el teorema para el caso cuando el conjunto ce- 
rrado convexo Q no está acotado. Fijomos cierto punto interior z, del 
conjunto Q y desarrollemos la función / (z) según la fórmula de Tay- 
lor con centro en el punto x,, tomando el término residual Rs (x) 
en forma de Lagrange **) (véase p. 3.$ 5, cap. 5). El desarrollo citado 
tendrá Ja forma: 


1010 Aaa l 5411) 


*) Por cuanto la función f (x), fuertemente convexa sobre un conjunto con- 
vexo Q, us estrictamente fuerte en dicho conjunto, de acuerdo con cl teorema 
anterior, el punto za será el único punto de mínimo Jocal, 

2#) Tenemos en cuenta que la función f (z), Juertemente convexe en el 
conjunto Q, es dos veces diferenciable en este conjunto. 
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donde 0 es un número del intervalo 0 <8 < 1, de suerte que el pun- 
to z, + 9 (£ — z) pertenece al segmento que une los puntos zı y 
2). 
Si designamos con Az el vector £ — zı, para df (2,) se verificará 
la igualdad 
dj (a) = (grad f (zı), Az). 
De esta igualdad se deduce que 


laf (zı) 1< | grad f (2) | + 1 Az | (5.112) 


Ahora, aprovechando Ja desigualdad izquierda en la definición 
do convexidad fuerte (5.104), llegaremos a la desigualdad 


Pila, +0 (2 —2)1> k,- (Az). 6.113) 
De las relaciones (5.111)—(5.113) concluimos que 
Layi lhd alH E a +0 (2a) 


> — Igrad f(z)l- lAr] +4 lA 218, 


de suerte que 
HOI e> lAr [E Az] |grad (roll (6-114) 


Considerando que el punto z, es fijo y la magnitud | grad f (21) 1 
es cierto número fijo, podomos a ciencia cierta elegir un número po- 
sitivo R tan grande que para | Az |> R la expresión oncerrada en- 
tre corchetes en (5.114) será positiva. 

Esto significa que, cuando | Az | > R, se cumplo la desigualdad 
1 (2) => Í (2), es decir, fuera de una osfera cerrada € y de radio R con 
centro en el punto z, los valores de f (x) sobrepasan el valor de f (x,) 
(eu el contro de la esfera mencionada). 

Denotemos con Qp la intersección del conjunto Q con dicha esfe- 
ru Cp. Por cuanto ambos conjuntos, O y Cp, son convexos y cerra- 
dos, su intersección Qp será también convexa y cerrada. Ádomás, 
puesto que el conjunto Qp es acotado, entonces, de conformidad con 
lo demostrado más arriba, la función f (2) tiene en Qp el único punto 
2, de mínimo local. 

"Teniendo en cuenta lo demostrado acerca de que en todo punto de 
Q, dispuesto fuera de los márgenes de Qp, los valores do f (z) sun su- 
periores a los de f (x,), estos valores con mayor razón son superiores 
a J (zo), es decir, el punto z, es punto de mínimo local de f (z) tam- 


+) Cualquiera que sa el punto z del conjunto Q, el segmento que une 
los puntos z y z; pertenece al conjunto Q, por ser dicho conjunto convexo. En la 
nota al pie de la página para el teorema de Taylor (5.15) se ha observado que 
a título de entorno del centro de desarrollo puede tomarse cualquier entorno 
estelar, os decir, puede tomarse todo el conjunto Q. 
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bién sobre todo el conjunto Q. El teorema está completamente demos- 
trado. 

3. Búsqueda del mínimo de una función fuertemente convexa. Se 
ha demostrado que una función fuertemente convexa f (2), definida 
sobre un conjunto cerrado convexo Q, tiene en este conjunto un único 
punto z de mínimo local. 

Volvamos a la construcción y argumentación del algoritmo, con 
cuya ayuda se busca este punto zo. 

Fijemos un punto arbitrario z, del conjunto Q y un número arbi- 
trario a que satisface las desigualdades 


0<a <2ko, (5.115) 


donde k, es la constante de la desigualdad (5.104) que determina la 
convexidad fuerte de la función f (z). 

Considerando z, como la primera aproximación, formemos una 
sucesión iterativa fx,) con ayuda de una relación recurrente 


Turr = Po (Er — 9 grad f (21), k=1,2, ... (5.116) 


En el presento punto demostremos la afirmación siguiente. 

Teorema fundamental. Supongamos que la función f (x) es fuer- 
temente conveza sobre el conjunto cerrado convezo Q y sea zo un punto 
arbitrario del conjunto Q. Entonces, la sucesión Merativa {za}, deji- 
nida mediante la relación recurrente (5.116), converge hacia el punto 
zo de mínimo local de la función f (z), cualquiera que sea a que satisfa- 
ce las igualdades (5.145). 

Recalquemos que este teorema nos ofrece el algoritmo para hallar 
cualquier mínimo local (interior o de contorno) de la función / (z) 
fuertemente convexa sobre todo conjunto arbitrario cerrado y conve- 
xo Q (no es preciso que esté acotado). 

i ntes de demostrar el teorema fundamental aduciremos cuatro 
lemas. 

Lema 4. Si Q es un conjunto cerrado convexo de puntos en E", 
y x es un punto fijo arbitrario de E”, siendo y un punto arbitrario de 
Q, entonces 

(E — Pa (2) y — Pa (2) < 0. (5,117) 


Demostración. Supongamos que la desigualdad (5.117) no es cier- 
ta. Entonces, existe un punto y del conjunto Q tal que 


(æ — Pa (z) y — Pa (2)) >0. (5.118) 


De (5.118) se desprende en seguida que el punto y no coincide con 
Pa (2). 

Por ser el conjunto Q convexo, cualquier punto 3 = Pa (z) + 
+ t (y — Po (2)) del segmento que une los puntos Pa (2) e y, 
pertenece al conjunto Q. Calculemos la distancia entre cualquier 
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punto de este género z y el punto z 


P E. z) = (z — Po (£) — ty — Pa (2), £ — Pola) — 
— t (y — Pa (2) = P* ix, Po (2)) — 2t (2 —Po (2). 
y — Pao (2)) + Po? y. Po (2). 6-119) 


Por cuanto x e y son fijos y t es cualquier número del segmento 
0< t< 1, entonces, en virtud de las desigualdades (5.118), podemos 
elegir un t tal que satisfará la desigualdad 


2a AO) 
<< E A. 


Eligiendo t de tal manera, obtenemos 
—24 (x — Pa (o), y — Pa (2) + Pp? (y, Po (2) <0, 


y deducimos de (5.119) que p° (z, z) < p° (x, Pa (2)). La última de- 
sigualdad contradice a que el punto Pg (z) es una proyección del 
punto z sobre el conjunto Q: en el conjunto Q hay un punto z que está 
alejado de z a una distancia inferior a la que existe entre Pa (z) y 
z. La contradicción obtenida finaliza la demostración del lema. 

Lema 5. Supongamos que f (x) es diferenciable y convexa en un 
conjunto cerrado convezo Si para cierto « positivo la proyección 
Po (2, — agrad f (zp) del punto xy — a-grad f (2p) sobre el con- 
junto Q coincide con el punto z, de este conjunto, la función f (x) tie- 
ne en el punto zx, un mínimo local 

DEMOSTRACION, Haciendo uso del lema 4,  escribamos la 
desigualdad (5.147) para los puntos z = 2) — a'grad f (ta) e y = 
Zo |- Ax, donde Az es cualquier vector, para el cnal el punto 
y = 2, + Az pertenece a Q. Como resultado obtenemos: 


(To — agrad f (za) — Po (29 — agrad f (2,), 

Zo + Az — Pq (Zo — agrad f (20)))< 0. 
Considerando que Pg (29 — a-grad f (20) = zo, ohtenemos de la 
última desigualdad Ja relación siguiente: 

(grad f (zo), Az) > 0. 
Esta relación, válida para cualquier vector Az, para el cual el punto 
Zo + Ax pertenece a Q, establece, en virtud del lema 3, que la fun- 
cion f (2) tiene en el punto +, un mínimo local. El Jema 5 está demos- 


trado. 
Supongamos que la función f (x) es fuertemente convexa sobre un 


conjunto convexo cerrado y acotado Q. Denolemos con m el valor 
mínimo de f (2) sobre el conjunto Q y con p, un número estrictamente 
superior a m, de suerte que 


a. $ (2). 
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Fijamos un número v, estrictamente superior a p, y denotemos 


con Ô un subconjunto de aquellos puntos z del conjunto Q, para los 
cuales 


<< (5.120) 


El conjunto Ô. siendo un subconjunto del conjunto acotado Q, 
es acotado de por sí. 


Cerciorémonos de que el conjunto Q es cerrado. Sea {zp} una su- 
cesión convergente arbitraria de puntos del conjunto Q. Se pide demos- 
trar que el límite zf de esta sucesión también pertenece al con- 


junto Q. Por cuanto cada punto z, pertenece al conjunto Ô, te- 
nemos para todo número k 


Sim) v (5.121) 
La función estrictamente convexa f (zx) os en todo caso continua en 
Q. y, por cso, dado quo la sucesión fz, ) converge hacia zy se deduce 
en virtud de la definición de continuidad de una función, la conver- 
gencia de la sucesión (/ (£1)) hacia el número f (xp). Por cuanto todos 
los elementos de la sucesión numérica convergente {f (2, )) satisfacen 
las desigualdades (5.121). el límite f (r) de esta sucesión también sa- 
tisfaco las inecuaciones p< f (zo) < v (véase cap. 3, corolario 2 del 
teorema 3.13, t. 1). Precisamente esto último significa que el punto 


£o pertenece al conjunto Q. Hemos demostrado, pues, el carácter ce- 
trado del conjunto Ô. 


Así, pues, el conjunto Ô de todos los puntos z del coujunto Q, 
para los cuales son válidas las desigualdades (5-120), es cerrado y aco- 
tado. 

Domostremos el lema siguiente. 

Lema 6. Supongamos que la función j (x) es fuertemente convexa 
en un conjunto cerrado convexo Q; xes un punto cualquiera de Q y a, 
cualquier número positivo; el símbolo Ax denota la diferencia 


Az = Po (z — a-grad f (1)) — 2. (5.122) 
Entonces se cumple la desigualdad 


(grad f (2), A2)<— Jarl. (5.123) 


Si, además, el conjunto Q esacotado y el punto x pertenece al sub- 


conjunto Q de aquellos puntos de Q, para los cuales se cumplen las desi- 
gualdades (5.120) cuando y > mín f (zx), se encontrará un número estric- 


*) Por cuanto cl conjunto de partida Q vs cerrado, el limite zy on Lodo caso 
pertenece a Q. 
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tamente positivo y tal que se cumple la desigualdad 
14z 1> +. (5.124) 


DEMOSTRACION. Demostremos - primero Ja desigualdad (5.123), 
Fijemos arbitrariamente un punto z del conjunto Q y, recurriendo al 
lema 4, escribramos la desigualdad (5.117), tomando en la misma 
en lugar de x un punto z— a-grad f (2), y en lugar de y, el punto z, 
Obtendremos la desigualdad 

{z — agrad f (2) — Po (x — a-grad f (2), r — Po la — 


— a-grad f (2) < 0, 
la cual, considerando las designaciones Az = Py (£ — a-grad X 
X f (a) — z, se escribirá en la forma 
(—a-grad f (z) — âr, — âx) < 0. 
De Ja última dosigualdad y de las propiedades del producto esca- 
lar se deduce que 
a (grad f (2), Ax) + | Az È< 0, 
lo que nos conduce a la desigualdad (5.123). 
Queda por demostrar que bajo un supu 


to adicional do que Q 
es acotado y que x pertenece al subconjunto Q, existe y > O tal que 
se cumple la desigualdad (5.124). 

Veamos una función no negativa del punto x de la forma 

| år | = | Po (1 — agrad f (2) — < |. (5.125) 

Cerciorémonos de que esta función es función del ponto z, conti- 
nua sobre el conjunto Q. 

Demostremos al principio que la función vectorial Pg (x) es una 
función continua del punto z. Con este fin basta probar la desigual- 
dad 


I Po (z + år) — P (2) |S | åz |. (5.126) 
que se cumple para cualesquiera veclores z y Ar. 
En virtud del lema 4, son válidas las desigualdades 
(e — Pa (o. Pale + Ax) — Pq (2) < 0, 
(r + Az — Po (2 + dz), Pa (e) — Pa (e + Ar) < 0. 
Haciendo uso de estas desigualdades y de la desigualdad de Cau- 
chy—Buniakovskí, obtendremos una cadena de relaciones 
| Po (e + Ar) — Po (2) |? = 
(Po (e + Az) — Po (2), Po le + Ar) — Po (la) = 
= (Pa (z + Az) — z, Po (a + Ar) — Po ta) + 
+ (z — Po (2), Pa la + Az) — Po (0) < 
S (Po (+ A) — r, Po (e + Az) — Po (2) = 
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= (Pa (z + Ar) — z — Az, Po to + Ax) — Po (2)) + 
+ (Ar, Pq (£ + Az) — Po (2))< (Az, Po (z -+ Ar) — 
— Pe (2) < 1 Ax | - | Po (e + Ar) — Po (2) hy 
de la cual so deduce la desigualdad (5.126). 

Se ha demostrado, pues, que Po (x) es una función vectorial con- 
tinua del punto z. De la convexidad fuerte de j (z) en Q proviene que 
o.-grad f (2) es también una función vectorial continua en Q del pun- 
to x. Mas, en tal caso, del teorema de continuidad de una función com- 
puesta y de la continuidad de la diferencia de las funciones continuas 
se desprende que la función 

o (z — a-grad f (x)) — £ 
es en Q una función vectorial continua del punto z- 

EJ módulo de la citada función vectorial, es decir, la función esca- 
lar (5.125) es con mayor razón continua sobro el conjunto Q y, por 
eso, sobre el subconjunto Q del mismo. 

Así, pues, la función (5.125) es continua y no negativa en todo 
punto sobre el conjunto acotado cerrado Q. En este caso, de acuerdo 
con ol segundo teorema de Weierstrass (véase teorema 5.7), esta fun- 
ción alcanza on el conjunto Ê su valor mínimo uo negativo y. El va- 
lor mínimo mencionado y es a ciencia cierta estrictamente positivo, 
puos, si y fuera igual a cero, en el conjunto Ó so encontraría un punto 
xo tal que Po (fọ — agrad f (20)) — Zo = Ù, y esto significaría, en 
virtud del lema 5, que en este punto ze del conjunto Ĝ Ja función 
į (2) tiene sobre el conjunto Q un único mínimo local (este mínimo se 
dispone, por definición de Q, fuera de Ô). El lema 6 queda completa- 
mente demostrado. 

Lema 7. Supongamos que una función f (x) es fuertemente convexa 
sobre un conjunto cerrado convexo Q: z es un punto cualquiera de Q: 
a es cualquier número que satisface las desigualdades (5.115); Az es la 
enema de tipo (5.122). Entonces, al pasar del punto z al punto z* == 
= Pa (£ — agrad -f h el valor de la función f (£) no crece. con la 
[mec der de que * 


01m >(+- 
Si, además, el conjunto Q está acotado y el punto x pertenece al sub- 


conjunto ( de aquellos puntos de Q, para los cuales se cumple la desigual- 
dad (5.120) cuando p > mín f (2), la desigualdad (5.127) se convierte 
=E0 


he 


) [Axi2 (5.127) 


+) De (5.145) se deduce que (+ 
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en una desigualdad 
nen (L-4) (5.128) 


donde y > 0 es la constante del lema 6. 

DEMOSTRACIÓN. Basta establecer para cualquier punto æ del 
conjunto Q la desigualdad (5.127), pues de esta desigualdad y de 
la (5.124) se deduce en seguida la desigualdad (5.128) (para los puntos 
z pertenecientes a Q, a condición de que Q esté acotado). 

Demostremos al principio la desigualdad (5.127) para un caso en 
que el punto z es punto interior del conjunto Q. Considerando que el 
punto a* = Po (x — a -grad f (z)) pertenece al conjunto Q, sobre el 
cual la función f (z) es fuertemente convexa, expresemos el valor 
f (x*) sogún la fórmula de Taylor con centro en el punto v, tomando 
el término residual X, (2*) en forma de Lagrange. En este caso 0bte- 
nemos 


F= 4 (2) (grad f(r), Az) H-E dè (e 4082), (5-129) 
donde Ar =2* — z = Py (z — agrad f (z)) — z. 0 <0 <1. 


raldad (5.123) y la desigualdad derecha de 
(6.104), de la fórmula de Taylor (5.129) obtenemos 


fanaa 1621044. 801%, 


de modo que para el caso de un punto interior z la desigualdad (5.127) 
queda demostrada. 

Sea, ahora z un punto de frontera del conjunto Q. Por definición 
de punto de frontera, existe una sucesión fxn} de puntos interiores 
del conjunto Q que converge hacia z. 

Para todo punto zn obtenemos, rigiéndonos por la fórmula de 
Taylor con centro en dicho punto: 


112%) = f (En) + (grad f (n), 12) + Fx 


X [Ln + On (2*—2,)l, (5.130) 


donde 0 <0, <1. 

Teniendo en cuenta que la desigualdad derecha de (5.104) es vá- 
lida para d*f en cualquier punto del conjunto Q y que grad f (x) es 
una función vectorial continua del punto z sobre el conjunto Q, Ile- 
gamos a que en límite, para n — co, de la relación (5.130) se deduce 
la validez de la desigualdad (5.127) para el punto de frontera z 
del conjunto Q. 

El lema está demostrado. 

ia ahora directamente a la demostración del teorema funda- 
mental. 
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Demostremos primero el teorema fundamental suponiendo 
adicionalmente que un conjunto cerrado convexo Q es también 
acotado. 

Tomemos un punto arbitrario z, del conjunto Q y formemos 
una sucesión iterativa {zn} de puntos definidos mediante la relación 
acne (5.116), a condicion de que a satisfaga las desigualdades 
(5-145). 

Del lema 7, y, con mayor precisi 
proviene en seguida que 


n, de la desigualdad (5.127) 


O SS 


Do este modo, la sucesión {f (zn) } es no creciente. Por cuanto, además, 
estu sucesión está acotada inforiormente (por cl valor iimo m 
de la función f (z) sobre el conjunto Q), será convergente (véase teo- 
roma 3.15 del cap. 3, t.1. Denotemos con p el Jímite de la sucesión 
Y Ea): Está claro que pœ m, donde m es el valor minimo de / (1) 
sobre el conjunto Q. Además, por cuanto todos los términos de la su- 
cesión convorgente no creciente no son menores que su límite (véaso 
la observación 3 al toorema 3.15, cap. 3, t.t, para todos los números 
k se cumple la desigualdad 


AOP- (5.134) 


Demostremos que para el límite p se verifica la igualdad 
peme == 412) 
aE 


Supongamos que esta igualdad no tiene lugar, es decir, admita- 
mos que p > m. Entonces, si denotamos con v el valor máximo de 


1 (æ) en el conjunto Q y con Q. un subconjunto de puntos de Q, para 
los cuales se cumplen las desigualdades (5.120), entonces, en virtud 
del lema 7, existe una constante estrictamente positiva y tal que se 
cumplo la desigualdad (5.128) que conduce a la desigualdad siguiente: 


Hadi an> (F4) v>o. (5.132) 
válida para cualquier número k. 


Al sumar las desigualdades (5.132), escritas para los números Je 
iguales a 1, 2, 3, ..., (n—1), obtenemos que para todo número n 


a y>— 0) (4-4) 
o bien, que es lo mismo, 
[ASI (EE) (5.132) 


Las desigualdades (5.132'), válidas para todo número n, contradicen 
a la desigualdad (5.131), pues, la magnitud del miembro derecho de 
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(5.132) se hace inferior al número p para n suficientemente 
grande. 

La contradicción obtenida quiere decir que nuestra suposición 
de que p > m es errónea, es decir, demuestra que p = m. Así, pues, 
so ha demostrado que la sucesión {f (r})} converge hacia el valor mi- 
nimo m de la función f (z) sobre el conjunto Q. 

Queda demostrar que la propia sucesión ¡terativa {zn} converge 
hacia el punto zo. en el cual se alcanza este valor mínimo *). 

Fijamos arbitrariamente un número positivo e y dosignemos con 
C una esfera abierta m-dimensional de radio e con centro en el pun- 
to ty- 


Luego, denotemos con Q, aquella parte del conjunto Q que no con- 


tiene puntos de la esfera C,. Está claro que O, es un conjunto cerra- 
do acotado, de modo que la función f (z) alcanza en oste conjunto (en 
virtud del segundo teorema de Weierstrass) su valor mínimo que se 
designará por me- 

Podemos afirmar que m, >m, puesto que, de lo contrario, so 
perlurbaría la condición de existencia sobre el conjunto Q del único 
punto de mínimo local de la función f (z). 


Ahora, se puede afirmar también que sobre el conjunto Qe se 
tienen sólo un número finito de puntos de la sucesión fz,) (puesto 
que la sucesión {f (x1)) que cuenta con un número infinito de ele- 
montos que satisfacen la desigualdad f (z4) > m, >m, no puede 
converger hacia el número m). 

Por consiguiente, hemos demostrado que para todo e > 0 oxisto 
un número N, a partir del cual todos los elementos de Ía sucesión 
{zn} se disponen dentro de la esfera C, de radio e con centro en el 
punto xy. Esto significa precisamente que la xncesión (z,) converge 
hacia el punto zo. 

Con ello queda demostrado el teorema fundamental para el caso 
del conjunto cerrado convexo acotado Q. 

Ahora, sea Q un conjunto cerrado convexo no acotado. De mevo 
fijamos arbitrariamente un punto z, de este conjunto y formamos la 
sucesión iterativa (5.116), a condición de que æ satisfaga las desi- 
gualdades (5.115). 

Al demostrar el teorema de existencia de mínimo local de una 
función fuertemente convexa (véase p. 2) se ha establecido que el 
punto z, de mínimo local de la función fuertemente convexa f (x) 
sobre el conjunto cerrado convexo no acotado Q se dispone en aquella 
parte Qp del conjunto Q que se contiene en la esfera Cp con contro en 
el punto x,, cuyo radio R está elegido de la condición 


J R— jgrad f (291 >0. 


=1 Ya hemos demostrado que el valor minimo de la función / (2) sobre el 
conjunto @ se alcanza en el único punto de este conjunto. 
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En aquella circunstancia establecimos también que el subconjunto Qp 
del conjunto Q es un conjunto cerrado convexo acotado y que en todo 
punto fuera de Q los valores de f (x) son superiores a f (x,) 

En virtud del lema 7 (y, con mayor precisión, en virtud de la 
desigualdad (5.127), la sucesion {f (x1)] es no creciente, mientras 
que fuera de los márgenes de Qp todos los valores de / (2) sobrepasan 
los de f (x,), razón por la cual todos los puntos de la sucesión iterativa 
{zn} se disponen en Q y y, por eso, para todo número le 


Po (ën — a-grad f (21)) = Pap (xn — a-grad f (za))- 
Por consiguiente, la sucesión iterativa (5.110) puede ser sustitui- 
da por 


Ery = Pop (r — agrad f (21), 

después do lo cual todos los razonamientos posteriores se reducen al 
conjunto cerrado convexo acotado Qp, es decir, al caso ya examinado 
más arriba, 

El teorema fundamental está demostrado por completo. 

OBSERVACIÓN 1. Con una sencillez particular se expresa la 
sucesión (5.116) para el caso en que el conjunto Q coincide con todo 
el espacio £”. En este caso para todo punto z se verifica la igualdad 
Po (z) = x y. por eso, la fórmula recurrente (5.116) tendrá la forma 


Ent = Zh — agrad f (2n) 
OBSERVACION 2. El método oxpuesto permite buscar (si se cumplen las cun- 


diciones correspondientes) la solución Zo == » Em) de un sistema de 
m ecuaciones funcionales: 


h(i =f 0 Ta. 
fala) = fa 1. 22. 
frn = frn (i, Tas +++. 2) 0, 
Basta señalar que la solución del sistema citado coincide con el punto de 
mínimo local de la función 
(== RAH a) -A fia (e 
OBSERVACION 3, La teoria de búsqueda de un mínimo local de una función 
fuertemento convexa (hacia las y negativas), oxpuesta aquí, puede aplicarse sm 


complicaciones algunas al probloma de búsqueda del mínimo local de una fun- 
ción fuertemente convexa (hacia las y positivas). 


Complemento 


Sobre la elección de la partición óptima de un segmento 
para el cálculo aproximado de una integral 


En el capítulo 3 un segmonto [a, b} se dividia, con el fin de calcular apro- 
ximadamente una integral 


è 
$ fi dz, (5.433) 


Complemento 241 


on un número suficientemente grande z de segmentos parciales iguales y sobre 
cada uno de estos segmentos la función f (z) se sustituia por un polinomio de 
órdenes nulo, primero o segundo. El error surgido en este caso despreciaba plo- 
namente las propiedades individuales de la función f(x). Naturalmento, surge, 
por eso, la cuestión de variación de los puntos de partición del segmento princie 
pal (a, b] y de elección, para cada función fija / (2), de tal partición Óptima del 
segmento principal en » segmentos parciales (como regla, no iguales uno a otro) 
quo asogure una magnitud mínima del error de la fórmula aproximada dada. 

Detengámonos aquí en la resolución de la cuestión mencionada por un mé- 
todo que se debe a A. Tíjonov y S.S. Gaisarián*). 

Con el fin de calcular aproximadamente la integral (5.133), divídamos el 
sogmento (a, b) en n segmentos parciales mediante unos puntos 


a=N<2A <<... 1 mb. 


Denotaremos longitud del k-esimo segmento parcial [xp-1, zp} (k = 1, 2, 
n) con el símbolo Ay, (de modo que A = z4 — 2p-1)= 
'Al introducir la integral (5-£33) on forma de una suma de integrales 


n "om 
[tira 3 | reas 
à =FR 


134) 


aproximomos cada una de las integrales del segundo miembro de (5.134) con ayu- 
da do una de las tres fórmulas aproximadas los rectángulos, trapocii de 
las ¡pestes Cualquiera de las tres fórmulas mencionadas puede ser escrita 
en la forma 


"a m-t 
Y re demin Y tinc 0H Ramn (0 (5.135) 
Pa e 


doude los nudos ty y los pesos q, u = 0, 4, . + -y m — 1) sp eligon de modo que 
ol término residual Ra my (f) sea de orden AX para cierto s'> 1.**) 
AL introducir (5.1351 on (5.134), obtenemos que 


b no omat 


î pimdi= D m D aint tih Rs i, (5.436) 
a ht 1-0 y 
donde 
Ramifi= Y, Rem, rif) (5.437) 
a 


Planteemos la cuestión de una elección de la partición fra) del segmento 
La, b) con la cual el cuadrado del error (5.137) alcance el mínimo, siendo fijos 
el número n de puntos de partición, la función f (2) y la fórmula imada 
(5.435). Planteada de tal modo la cuestión, el cuadrado del error 
depende de la elección de los puntos intermedios do partición, es decir, es una 


*) Véase la obra Sobre la elección de las redes óptimas en el cálculo aprozima- 
do de las cuadraturas por A-N. Tijonov y S.S. Gaisarián (En: Revista de mate- 
mática de cómputo y física matemática, y. 9, No. 5, 1969) (en ruso). 

**) En particular, para la fórmula de los trapecios en (5.135) se debe poner 
p s= 2, fa = 0, 4 = L, q = h = 1/2. 


m= 


10632 
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función de (n — 1) variables zy, za, - += Xu-4: definida en un tetracdro a < 
Latas... < fu C D. Por cuanto el tetraedro citado es un dommio 
abierto, puede suceder que el mínimo de la función X2. ($) enel citado tetr 
dro, como regla, no se alcance (es decir, no existe. en general, Ja portición 
Óptima del segmento (a. 2)). 

'Podomos, sin embargo, demostrar que si la derivado Xx) conserva inva- 
riable su signo en el segmento la, bÌ, el valor minimo del cuadrado del error R3, mif) 
se alcanza con una partición del segmento la, b} tal que sus nudos Ty satisfacen 
in =- 1) ecuaciones 


LAO) 
pad 


tk=1, 2 14) (5.438) 


y las condiciones adicionales xy = a, ip = 0% 

Detongámonos más detalladamente en el caso de la fórmula de los Irupectos. 
n este caso, en la fórmula (5.138) hay que adaptar a = 2, m = 2, ty = 0, ty = 
= 1, q = 9, = 122, por lo que la fórmula (5.136) tomará la forma 


à 
$ It da= Y, TO da) — E (5.139) 
: fæ 


nes (5.138) se reducen, 


virtud de (5.434) y (5.134), a la 


Pra) — Pal Pd a — nl A 2 e A (5.1440) 


La existencia de la solución del sistema de ccuaciones (5.440) se asegura por 
la conservación del signo de la segunda deri * (2) en el segmento la, bl, es 


ES 


Fig. 5.4 


decir, vonservando la orientación de la convexidad de la curva y = f(x) para 
a< << b. Los nudos (a) de la partición óptima del segmento [a, b] definida 
mediante las ecuaciones (5.140), poscen la propiedad geómetrica siguiente: una 
secante trazada por los puntos de la gráfica de la función y = f (z) cuyas abscisas 
son Zh4x Y Pp es paralela a la tangente a la gráfica mencionada, trazada por 
su punto de abscisa Zp. 


*) La demostración de esta afirmución puede encontrarso en la obra de 
A.N. Tijonov y S.S. Gaisarión, citada en la nota al pie de la pág. 241. 
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Esta propiedad constituye un corolario inmediato de las iguuldados (5.140) 

y se ilustra en la fig 5.4 ios razonamientos son Jas mismos que en cl $7, 

Sap. B, t. J). 

Se puede demostrar que lus nudos de «partición aproximada» (2) (k = 
1, +... n) definidos mediante Jas igualdades recurrentes 


Tm a, ha =a HA A GI IO, aaa na) (5.141) 


satisfacen para A = {b — a)n las cenaciones (5.140) con un error (o, como suelo 
decirse, con un defecto) de orden 4%, Esto quiere decir que, siendo n grando, la 
partición (7) es próxima a la partición óptima [Z). De este modo, cuando n 
vs gronde, el cálculo de la integral (5.133) según Ja fórmula de los trapocios con 
In partición {zy}, cuyos nudos se definen sucesivamente mediante las rolaciones 
recurrentes (5.444), asegura un error próximo ol error mínimo. 


Capítulo 6 


TEORIA DE LAS FUNCIONES IMPLÍCITAS 
Y SUS APLICACIONES 


$ 1. Concepto de función implícita 


En las matemáticas y en sus aplicaciones hemos de enfrentarnos 
con los problemas en que una variable u, que por el sentido de un 
problema dado es una función de los argumentos z, y, - - ., se deli- 
ne mediante una ecuación funcional 


Funny.) (6.4) 


En este caso suele decirse que u, siendo una Función de los argumentos 
dada implícitamente. Así. por ejemplo, una función 
y, examinada dentro del círculo z? + y< 1, 
puede ser dada implícitamente 
mediante una ecuación funcional 


F (u, z. y) =+2+y— 
—1 =0. (6.2) 


Surge, naturalmente, la cues- 
en qué condiciones la ecua- 
funcional (6.1) es resoluble 
unícocamente respecto de u, es 
decir, define univocamente la fun- 
ción implícita u =0 (2, ---» 
y una cuestión más específica: 
en qué condiciones esta función 
explícita es continua y diferen- 
Fig. 6.1 ciable. Estas preguntas no son 

simples. Por ejemplo, en el 

caso general, la ecuación funcional (15.2) define, dentro del 
círculo a* -- y? < 1, además de la función explícita citada más arri- 
ba u =— V 1 — z" — pi, una infinidad de otras funciones. Tal es, 
por ejomplo, una función u = + y 1x7 — y? así como cualquier 
otra función u, igual a + V T — a7 — y? para ciertos puntos (z, y) 
del circulo z? + y9< 1, e igual a — } I — a? — y7, para los demás 
puntos de este círculo. Con el fin de aclarar la cuestión de las condi- 
ciones que aseguran la resolubilidad unívoca de la ecuación (6.2) 
respecto de 1, recurramos a una ilustración geométrica. La ecuación 
(6.2) define en un espacio (w, z, y) la esfera S de radio 1 con centro en 
el origen de las coordenadas (fig. 6.1). Tomemos en la esfera S un 
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punto Mao (ús £, y) que no esté dispuesto en el plano Ory. es decir, un 


punto tal, en cuyo caso u =é 0. Es obvio que la parte de la esfera S, 
dispuesta dentro de un entorno suficientemente pequeño del punto 
Mo, se proyecta univocamente sobre el plano Oxy. Desde el punto de 
ua analitico esto significa quo si consideramos la función F (u, 

y) = u? +2? + y? — 1 sólo en el entorno citado del punto Mo, 
k ecuación (6.2) es univocamente resoluble respecto de u 7 define 
la única función explícita u = +V 1-2 — p? para u>0 y 
u =— VI para u <0. 2 

En cambio, si tomamos en la esfera S un punto M, (07% z, y) 
dispuesto en el plano Ory (fig. 6.1), entonces, evidentemente, una 
parte de la esfora S dispnesta en cualquier entorno de M, se proyecta 
sobre el plano Ozy de una manera no unívoca, Analíticamente esto 
significa que si examinamos la función F (uz, y) = uè + sè + 
+ y? — 1 en enalquier entorno del punto M,, la ecuación (6.2) no 
será univocamente resoluble respeeto de u. Prestemos atención a que 


Ja derivada parcial 2£ —2u de la función F (u, z, y) =u? + 2% + 
du 


+ y? — 1 no se anula en el punto My, anulándose en M,. Más abajo 
deduciremos que para que la ecuación funcional general (6.1) sea 
resoluble unívocamente en un entorno del punto M, respecto de u 
un papel de principio lo desempeña el hecho de que la derivada parcial 


22 no se reduce a cero en el punto My. Estableceremos, además, las 
condiciones, bajo las cuales una función explícita que es la única so- 
lución de la ecuación (6.1) sea continua y diferenciable. 

En adelante denotaremas con el símbolo. Z el espacio de variables 
(u, z. y, «+ -) y con el R’, el espacio de las variables (z, y, - + -). 
Para reducir las notaciones y para hacer más cómoda la ilustración 
geométrica, vamos a examinar dos variables z e y. 


$ 2. Teorema de existencia y de diferenciabilidad de una 
¡unción implícita y algunas de sus aplicaciones 


1. Teorema de existencia y de diferenciabilidad de una función 
implícita 


Teorema 6.1. Supongamos que una función F (u, z. y) es diferenciable 
en cierto entorno de un punto My (u, z, y) del espacio R, con la particula- 
ridad de que la derivada parcial 72 es continua en el punto My. Entonces, 
si en el punto M, la función F se reduce a cero y la derivada parcial 


E no se anula, entonces para un número positivo e suficientemente 


pequeño existe tal entorno del punto M; È, y) del espacio R' que dentro 
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de los márgenes de este entorno existe una única función u = 4 (x, y) 


que satisface la condición | u — ú | <e y que es la solución de la ecua- 
ción. 


F (u. z, y) =0, (6.3) 
y, además, esta función u=¢ 1x, y) es continua y diferenciable en el 


entorno mencionado del punto M, 
OnsPRYACION f. En las condiciones del teorema 6.1 la exi- 


gencia de continuidad de la derivada parcial L£ en el punto Mo pue- 


de ser omitida, mas habrá que exigir adicionalmente que esta deriva- 
da no se anule no sólo en el propio punto Ma, sino tampoco en cierto 
entorno de este punto y conserve un signo determinado en dicho en- 
torno, 
DEMOSTRACION del teorema fi 
1. Demostremos, ante todo, qi 


e para e >O suliciontemente po- 
quoño en un entorno del punto M, (2. y) existe una única Junción u = 


= q (x, y) que satisface la condición | u — u | < v y que es la solu- 
ción de la ecuación (6.3). Para 
hacer la demostración más evidon- 
te, vamos a acompañarla com 
una ilustracion geométrica. Por 
el curso de geometría analítica 
sabemos que la ecuación (6.3) 
defino en el espacio R cierta 
superficie S$ (fig. 6.2), con la 
particularidad de que, en virtud 
de la condición F (My) = 0, el 
punto M, se dispone en osta su- 
perficie. Desde el punto de vista 
geométrico la resolubilidad uní- 
voca de la ecuación (6.3) respecto 
de u significa que una parte de 
la superficie S, dispuesta en pro- 
xiruidad inmediata al punto Mo, 
puede ser proyectada unívoca- 
mente sobre el plano de coor- 
denadas Ory. 

es Convengamos en considorar, pa- 
” OA ra concretar, que la derivada par- 
cial ZÈ es positiva en el punto Me. Entonces, de la continuidad de la 


citada derivada en M, y del teorema de la estabilidad del signo de 
una función continua se deduce que existe un entorno del punto My. 


en cuyos márgenes la derivada ŽE es stempre positiva. Podemos imagi- 
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nacnos este entorno en forma de una esfera Q de radio suficiontemente 
pequeño con centro en el punto Me. Ahora, fijamos un número posi- 


tivo e tan pequeño que cada uno de los puntos A, ü — e, 2,9) y 
Ma (uu -| e, z, y) esté dispuesto dentro do la esfera Q (con el fin de 
conseguirlo, basta tomar e inferior al radio de la esfera Q). Subraye- 
mos que en este caso el número e está acotado inferiormente sólo por 
el cero y podemos tomarlo tan pequeño como se quiera. Lo último 
sorá útil para nosotros más abajo. 

Veamos una función £ (u, x, y) de una variable sobre un segmen- 
tov—e«<u<u + +. En el lenguaje geométrico esto quiere decir 
que estudiamos la función de tres variables F (u, z, y) a lo largo del 


sogmeuto M,M; (véase fig. 6.2). Por cuanto la derivada -SE (u, 2, Y) 


es positiva sobre el segmento u —e< u< ù + e, entonces la fun- 


ción F (u, z, y) crece en dicho segmento. Mas, en este caso, por cuai- 
to esta función es igual a cero en el centro del segmento citado, (es 


decir, para u = u), la función Í (u, z, y) tiene valor negativo en el 
extremo sE y positivo, en el extremo derecho del segmento mencio- 
nado, es decir 

F (M) <0, F (M) >0. 


Luego examinaromos las funciones # (u — e,z, y) y F(u +e, 
æ, y) de dos variables z e y, es decir, hablando en el lenguaje geomé- 
trico, analizaremos la función £ (u, x, y) en dos planos paralelos al 
plano de coordenadas Oxy, el primero de los cuales pasa por el pun- 
to Ma. y el segundo, por el punto Ma. Por cuanto F (M,) <0. 
F (M1) >O y la funcion F (u, x, y) es continua en todo punto de la 
esfera Q, entonces, de acuerdo con el teorema de la estabilidad del 
signo de una función continua, en los planos mencionados se encon- 
trarán entornos de los puntos M, y M tales, en cuyos márgenes la fun- 
ción F conserva los mismos signos que en los puntos M, y My. Pode- 
mos tomar estos entornos en forma de cuadrados abiertos con centros 
en los puntos M, y Ma y con lado suficientemente pequeño 28 (en 
la fig. 6.2 los cuadrados citados están rayados). El hecho de que 
la función F (u, z, y) conserva el mismo signo en los cuadrados ci- 
tados se expresa analíticamente mediante las inecuaciones 


Plú—e, z, y<0, à s 
Basma para j¡2—F]<8, ly—Y<0. (6-4) 
F(u+e, z, y)>0 


Impongamos una condición más a la elección del lado de los cuadra- 
dos en consideración: tomemos ô tan pequeño que ambos cuadrados men- 
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cionados estén dentro de la esfera Q testo es factible a ciencia cierta, 
pues los centros de los cuadrados 4, y M son puntos interiores de la 
esfera Q). Con tal elección de ô cualquier punto del espacio (1, 2, y), 
cuyas coordenadas satisfacen las inecuaciones 


l= <ð, jyy <ð, lu—úl<e, (6.5) 


estará dentro de la esfera Q. Desde el punto de vista geométrico, las 
inecuaciones (6.5) definen un paralelepípedo rectangular abierto con 
centro en el punto Y, y con lados paralelos a los ejes coordenados t, 
z, y, e iguales, respectivamente, a 2e. 26 y 28. Denotemos dicho para- 
lelepípedo con el símbolo M. Por cuanto el paralelepípedo II está 


dispuesto on el interior de la esfera Q, la derivada ZE será positiva en 


todo punto del paralelepipedo TI*. Además, en virtud de las inecuacio- 
nes (6.4), la función F (u, z, y) es negativa en la base inferior y positi- 
va, en la base superior de TI. 

Demostremos ahora que la ecuación (6.3) es nnívocamente reso- 
luble respecto de u si consideramos la función F (u, x, y) sólo para 
los valores u, z, y dispuestos en el interior del paralelepipedo Il. 
Aclaremos qué es lo que necesitamos demostrar, Sea M’ (z, y) un 
punto cualquiera del espacio R’, cuyas coordenadas satisfacen las de- 
sigualdades 


l2—2/1<0, Iy =ý <ð. (6.6) 


Dicho de otro modo, sea 4” (x. y) un punto cualquiera del plano Oxy 


dispuesto dentro del cuadrado con centro en un punto M; (2, y) 
con lados iguales a 28. Se pide demostrar que para las coordenadas 
z, y del punto M” se encontrará un número u, el único, del intervalo 
u—e<u <u <+ e detal índole que F (u, z, y)= 0. (Desde el pun- 
to de vista goométrico, esto quiere decir que cualquier recta paralela 
al ejo u, que costa el paralelepípedo IT, ¡nterseca la superficie S en ol 
interior del parálelepípedo II en uno, y sólo un punto.) 

Al fijar los valores z e y que satisfacen las desigualdades (6.6), 
voamos una función F (u. z, y) del argumento u sobre el segmento 


u — e< u < u + e, es decir, examinemos la función F (u, £, y) sobre 
el segmento M, M,, donde M, y M; son los puntos de intersección de 
una recta que pasa por el punto M’ (z, y) y quees paralela al eje Ou, 
con las bases del paralelepípedo Il (véase fig. 6.2). Por cuanto la do 
xivada E(u, z, y) es positiva sobre el segmento u—e<u<u+e, 
la función F (u, z, y) crece en este segmento (o bien, lo que es lo mismo, 
crece en el segmento M/;M+). Mas, en este caso, de las condiciones 


*) Incluidos los cuadrados abiertos dispuestos en sus bases, 
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F (M1) <0, F (31:) > 0 se desprende que en el interior del segmen- 


to u — e< u< u -+ e existe un único valor u tal que F (u, z, y) = 
(o bien, en el lenguaje geométrico, en el interior del segmento 
MM, existe el único punto A dispuesto sobre la saperificie 5). 

Supongamos ahora que la función u = q (r, y) simboliza una re- 
gla por cuyo intermedio a todo punto M’ (z, y) del entorno (6.6) se 


le pone en correspondencia el único número u del intervalo u — 


—¿<u<u-+ e, para el cual F (u, x, y) = 0. Se ha demostrado 
que en el entorno (6.6) existe Ja única función u (e, y) que satis- 


face la condición | u — ù | < e y que es la solución de la ecuación 
(6.3). 

2. Demostremos ahora que la función u = «q (x, y) es continua en 
cualquier punto M’ (x, y) del entorno (6.8). Por cuanto para todo punto 
M' (æ, y) del entorno (6.6) quedan cumplidas las mismas condiciones *) 


que para el punto 4; (x. y), os suficiente demostrar la continuidad de 


la función u = q (z, y) sólo en el punto M; (2, y). Se pide demostrar 
que para cualquier e suficientemente pequeño y positivo existe un 
número positivo ð tal que con cualesquiera z e y que satisfacen las 


desigualdados |[z—2|<6, |z—y1<68, se cumpla la desigual- 


dad Ju—ú|<e, donde u = q (z, y), u = 4 (7. y). Al tomar a 
título de e el número que se ha clegido más arriba al exponer el p. 
4, la existencia de ô se asegurará mediante las desigualdades (6.5). 
Resta notar que en los razonamientos aducidos en el p. 1 el número 
positivo e puede ser elegido tan pequeño como se quiera (esto ya se ha 
dicho en el p. 1). 

Con ello queda establecida la continuidad de la función u 
= € (e, y). Escribamos la condición de continuidad de la función u = 


= q (x, y) en el punto M; (z, y) en forma de diferencias. Al desiguar 
con Au el incremento total de la función u = ¢ (z, y) en el punto 
M; (2, y), correspondiente a los incrementos de los argumentos Ax 
y Ay, obtenemos que Au — O cuando (Az —> 0, 

Ay >0. 


3. Resta demostrar la diferenciabilidad de la función u = q (y) 
en cualquier punto M’ (z, y) del entorno (6.6). En virtud de la obser- 
vación del p. 2, resulta suficiente probar la diferenciabilidad de la 


función u = q (x, y) en el mismo punto M; (2, y). Con el fin de ha- 


1) A saber, a todo punto A” cz, y) del entorno (6.6) le corresponde un punto 
M (u. £, y) del espacio A tal que la función F (u, z, y) So anula en el punto A, 
es diferenciable en cierto entorno del punto Af y tiene en este entorno una deri- 


vada parcial SË distinta de cero 
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cerlo, caleulemos el incremento total Au de la función u = y (x, y) 
en el pinto 37; (2. v), correspondiente a los incrementos de los argu- 
mentos Ax y Ay. Por cuanto F ĝu, £, y) — Oy FÈ + Au, è 4 Ar, 
Y +a) = 0, el incremento total AF de la funcion F (u, z, y) en el 


punto Mọ (e, z, 9), correspondiente a Jos incrementos de los argu- 
mentos Au, Az y Ay, es igual a cero. Pero, en vista de la condición de 


diforenciubilidad de la función F (u. x, y) en ol punto Mo (8, 4, y), 
este incremento total tiene la forma 


AF = ido +B) Av. 


Aquí, todas las derivadas parciales “© , 2E y Ea se toman en el 
punto Mo(ù, 7, y) a, B. y—0. cuando j âro 
Ay 0, 
Taras, 


sí, pues. obtenemos 


ÖF 
an 


+1) Aut (Gta) ar (E +B) dy. (6.7) 


Do «cuerdo con la forma en diferencias de la condición de con- 


tionidad de la función u=(z, y) en el punto Mi(2, p), Au—0 
Ar-»0, 


cuando ( ayo ` 


De este modo, podemos afirmar que de la con- 


dición [rasa H se infiere que &, $ y y—>0. 


Por la hipótesis del teorema. la derivada parcial 22 es distinta 
Ar->0, 
de cero en ol punto Mo Por cuanto y—0 cuando [ Aro 
la expresión ¿E +y no se anula, para Az y Ay suficientemente 
pequeños. En tal caso, la fórmula (6.7) puede ser dividida por 
(SE +y) y. como resultado, obtendremos 
9r k f ar 
+. +. 
Au -{ -7 | 255) Ay- (6.8) 
l EH) at) 


% 
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Según el leorema del valor límite de un cociente de dos funciones, 
podemos afirmar que 


Poa L Ps Æ 
dx EX E] ET] 
— -IF A ds E 
de e mn En +y du 
M0, 
dondo p y v—> 0 cuando [ yd: 
Al cotejar las fórmulas (6.8) y (6.9), obtenemos en definitiva 
2 2 
Au=| — saf -Gp | avtnar an (6.10) 
T w 


La fórmula (6.10) demuestra la diferenciabilidad de la función 


u — $ (e, y) en el punto 
pletamente el teorema 6.1. 

OBSERVACIÓN 2, La demostración aducida se extiendo sin 
complicaciones algunas al caso de una función implicita que depende 
no de dos. sino de cualquier número finito de argumentos Ty, Lp... 

+ £m*). La ventaja del caso de dos argumontos .c e y sólo consiste 
en que se admite nna interpretación geométrica ilustrativa en el es- 
pacio (u. z. y). 

2. Cálculo de las derivadas parciales de una función definida 
implícitamente. Detengámonos en el cálculo de las derivadas parcia- 
les de una función definida implícitamente mediante la ecuación 
(6.3). Supongamos cumplidas las condiciones del teorema 6.1. Enton- 
cos, para el incremento total de la función u = q (x, y) es válida la 
representación (6.10). Esta representación y el teorema 5.9 permiten 
aliemar que las derivadas parciales de la función u = q (r, y) so de- 
finen por las fórmulas 


1; (2, y). Con esto queda demostrado com- 


2E aE 
Au ds du üy A 
HE E A (641) 
En a 


Fórmulas análogas son válidas también para el caso en que una fun- 
ción definida implícitamente depende no de dos. sino de cualquier 
número finito de argumentos zı, Ta, - «<> Tm. En tal caso 


ÒF 
EN Ez 
== SE (k=1, 2,...,m) 


En 


+) En parteular, de un argumento también. 
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Si deseamos asegurar la existencia de las segundas derivadas de la 
función u = q (2, y), definida implícitamente, han de reforzarse na- 
turalmente, las exigencias planteadas ante la función F (u, x. y) en 
el teorema 6.1, a saber: hemos de exigir adicionalmente que la fun- 
ción F (u, z, y) sea dos veces diferenciable en el punto que se consi- 
dera, Para las suposiciones admitidas detengámonos en el cálenlo de 
las derivadas parciales de segundo orden. 

Introduzcamos la noción de derivada parcial total de una función, 
útil para la exposición ulterior. Supongamos definida una función 
diferenciable de tres argumentos Ọ (u, z. y), con la particularidad de 
que uno de estos argumentos, u, es de por sí una función diferen 
ble de otros dos argumentos z o y. Entonces, Ja función WD (x, x, y 
puede considerarse como función compuesta de dos argumentos z, y 
Las derivadas parciales de esta función compuesta respecto de 2 
e y se llamarán derivadas parciales totales de la función D (u, x, y) 


respecto de x e y, y se denotarán con los símbolos ¿2 y Pp. De acuer 


do con la regla de diferenciación de una función compuesta, obteno- 
mos las siguientes fórmulas para las derivadas parciales totales men- 
cionadas: 


Do 20 uo DO iD u 
Dr ` du “dz öz * D du oy dy * 


Pasemos al cálculo de las derivadas parciales de segundo orden 
de una función implícitamente definida. Para concretar, calcu- 


lemos la derivada Jier. Diferenciando la primera de las fórmu- 
las (6.11) respecto de y y teniendo presente que cada una de las 


derivadas parciales ¿E y ¿E depende de tres argumentos u, z, 


y, el primero de los cuales es de por sí una función de x e y, 


tendremos 
Ros 
dz ae 
Al aE a >La] 

ôu S E dr L DERS 

Dy -3 y ul 

OF | BE] ðu oF), êP 23 du, oP 
Al n ea) a ata) 


ay 


Tu 
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Al introducir en la fórmula obtenida la expresión Se. definida 


por la segunda de las fórmulas (6.11) obtenemos en definitiva 


ðu 
ar T 

aP OF F ôF (ðE y BF F aF , F ÒF oF 
ròn dy du 3704 Nou) “dut ðr dy '0ydu dx du 


Ey (6.42) 
a 

De un modo análogo se calculan las derivadas parciales EF y 
2%. Por un método similar pueden calcularse también las deri- 


vadas parciales de tercer orden y de órdenes subsiguientes *). 
esempLoS. 1) Calcúlese la derivada parcial p> de la función 


qtr, y), definida mediante la ecuación 


14 ypu etH =0. 


Haciendo uso de las fórmulas (6.11), calculemos, ante todo, las 
derivadas parciales de primer orden 


A Ae trio i 
==" ido = 


Es ovidente, ahora, que ¿37 = 0. 


2) El mismo problema para una función definida mediante la ecua- 
ción 
wet amo. 


Haciendo uso de la fórmula (6.11), obtendremos 


e Se 
a u 
T% 
e E" 
ae 


*) A condición do que la función F (u, z, y) sea diferenciable en el punto 
dado un número correspondiente de vecos. 
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3. Puntos singulares de una superficie y de una curva plana. 
Examinemos una superficie S (una curva plana £) definida en un 
sistema dado de coordenadas rectangulares cartesianas mediante la 
ecuación F (2, y, 2) — 0 (F (x, y) = 0). En lo que se refiere a la fun- 
ción F (2, y, 2) (F (x. y), supongamos que ella en todo punto tiene 
derivadas parciales continuas de primer orden respecto de Lodos los 
argumentos en cierto entorno de cualquier punto de la superficie $ 
(de la curva £). Llamemos singular un punto dado de la superficie S 
(de Ja curva L) si en este punto se reducen a cero todas las derivadas 
parciales de primer orden de la función 

E (zyz) (F (r, y). 

En el entorno de un punto singular no puede aplicarse a la ecua- 
ción F (x, y. 2) — O (F (x, y) = 0) el teorema 6,1, es decir, no se puc- 
de afirmar que esta ecuación es resoluble por lo menos respecto de 
una de las variables z, y, z (2, y). Deoste modo, una parto de la super- 
ficie $ (un tramo de Ja curva 2), adyacente al punto singular, puede 
no admitir la proyección unívoca sobre ninguno de los planos coorde- 
nados (sobre ningún eje de coordenadas). La estructura de la supor- 
ficie S (de la curva £) en un entorno de un punto singular puede ser 
muy compleja y requiero un análisis adicional. 

Los puntos de la superficie S (de la curva L) gue no son singula- 
res so denominan ordinarios. En el entorno de un punto ordinario es 
válido ol teorema 6.1, de suerte que nna parte de la superficie S 
dun tramo de la curva L), adyacente a un punto ordinario, admite la 
proyección unívoca por lo menos sobre nno de los planos coordena- 
dos (por lo menos sobre uno de los ejes coordenados), lo que facilita 
esencialmente el análisis de dicha parte (tramo). 

pIEWULOS. 1) Hállense los puntos singulares de un cono cir- 
cular a? +y — =0. Por cuanto F (z. y, 2) = 2 + y — i, 

àl 


resulta que S= 2r, Æ = 2y, 2E = — 2z. El único punto singular 


ay 
es el origen de las coordenadas. Es bien conocido que en el entorno 
de este punto la superficie del cono no puede ser proyectado unívoca- 
mente sobre ninguno de los planos coordenados (fig. 6.3). 
2) El mismo problema con relación a una curva plana z? — y? 4- 
+ a? = 0. Las derivadas parciales tionon por expresión -y = 2z + 
+3 =r Hö) E= 2y. Ambas derivadas parciales se 
anulan en dos puntos del plano (0, 0) y (—2/3, 0). De los dos puntos 
mencionados sólo el primero pertenece a la curva en consideración, 
es decir, es singular. Al construir la curva 2? — y? + 2% = 0 en el 
entorno del punto (0, 0), nos convencemos de que este punto es punto 
múltiple de la grálica (fig. 6.4). Está claro que en el entorno de este 
punto la curva no puede proyectarse univocamente ni sobre cl eje 
Ox, ni sobre el eje Oy. 
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4. Condiciones que aseguran la existencia de la inversa de la 
función y = f (2). Valgámonos del teorema 6.1. con el fin de aclarar 
las condiciones cuyo cumplimiento permite que la función y = f (2) 
tenga en cierto entorno del punto xy funcion inversa x = f”* (y), defi- 
nida en cierto entorno del punto yọ, donde yy = f (24). Analicemos 
y = f (z) como función definida mediante una ecuación funcional de 
la forma F (e, y) = f (z) — y = 0. 

En este caso la cuestión de existencia de la función inversa coin- 
cide con la de resolubilidad respecto de z de la citada ecuación fun- 
cional. Obtendremos, antes de demostrar este toorema, la siguiente 


Fig. 6-3 Fig. 6.4 


aJirmación que viene a ser el corolario del teorema 6.1 y de la obser- 
vación 1: si la función y | (2) tiene en cierto entorno del punto ty 
una derivada distinta de cero, para dicha funcion existe en el entorno del 
punto ay la inversa x = f~ (y). definida y diferenciable en cierto entor- 


no del punto yo. donde ya -- f (a). La derivada de la citada inversa en 
el punto yy es igual, en virtud de la segunda fórmula de (6.14), a reo: 


$ 3, Funciones implícitas definidas por un sistema 
de ecuaciones funcionales 


lad de un sistema de ecuaciones funcio- 
nales. En el párrafo antecedente hemos estudiado la cuestión de 
existencia y diferenciabilidad de una función implícita definida me- 
diante una ecuación funcional. En este párrafo examinaremos un 
problema análogo para una colección de m (m es un número natural 
cualquiera) funciones implicitas definidas mediante un sistema de ecua- 


1. Teorema de resolubíi 
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ciones funcionales. 


s= Ga (Tas Lar oorr La) 
Palt Aad, 


(6.13) 


Um Qi la Zer + + Fa) 

se buscan como solución de un sistema de m ecuaciones funcionales 
Fi (ti, Ue Ums Ti, Tas 1 En) 

Tn) 


(6.14) 


Estudiemos la cuestión de resolubilidad del sistema de inecuaciones 
funcionales (6.14) respecto de ur, tg. - - » Um» En adelante entendre- 
mos por «resolución del sistema (6.14)” una colección de m funciones 
(6.13) tales que, al introducirlas en el sistema (6.14), todas las ecua- 
ciones de este sistema pasan a ser identidades. Esta solución se Ila- 
mará continua y diferonciable en cierto dominio D de variación de las 
variables tyta, . ... Zn si cada una de las funciones (6.13) es conti- 
nua y diferenciabla en el dominio D. Convengamos en denotar con el 
símbolo A el espacio de (m + n) variables urug. >. «+ Umi Tai Tos + 
~. «+ Zn, y con el símbolo R’, el espacio de n bles Zyta, - 
Veamos m funciones F}, Fa, ». -Fm de los primeros miembr: 
sistema (6-14) y formemos, a partie de las derivadas parciales de 
estas funciones, un determinante: 


a a in 
Du, Du, EA 
E E E 
Am| du, uz Dom |e (6.15) 
Dm dim Em 
dur “du, Dum 


Un determinante de tipo (5.15) se denomina determinante de Jacobi *) 
(o bien, brevemente, Jacobíano) de las funciones Fy, Fa... Fm 
respecto de las variables upis, . - ., Um y Se denota con el símbolo 
abreviado 
DF, E 
D (ur, u 


sEm) 


*) C. G. Jacobi (1804—1851). matemático alemán. 
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Tiene lugar la siguiente afirmación notable. 
Teorema 6.2 (generalización del teorema 6.1). Supongamos que 
m funciones 
ACT A U Sisia Sah 
Faltis Ugs A Sahe (6.40) 


Fr gs Ugo 
son diferenciables en cierto entorno de un punto Mo(ús, ús), +=» 


lm, Ey +>:+ En) del espacio R, con la particularidad de que 
las derivadas parciales de estas funciones respecto de las variables 
us, us, «=>, Um Son continuas en el punto My. Entonces, si en el 
punto Mo todas las funciones (6.16) se reducen a cero y el jaco- 


D(F, Py oeus Fm) 
pa Sal EE RE si 
biano PE EEn es distinto de cero, se encontrará, para 


los números positivos suficientemente pequeños ti tas -yêm 


. ïn) del espacio R' tal que dentro 
no existen las únicas m funciones 


un entorno del punto M, (3s. 
de los márgenes de este ent 


(6.13) que satisfacen las condiciones ju — ù| <en |uy—úel < 


< tar -er Him — Um] < Em y que constituyen la solución del sistema 
de ecuaciones (6.14), además, esta solución es continua y diferen- 
ciable en el entorno mencionado del punto M;). 

OBSERVACION, Cuando m = 1, el teorema 6.2 no es otra cosa 
que el teorema 6.1, demostrado anteriormente *), pues en este caso 
el jacobiano (6.15) se reduce a una derivada parcial 07/04. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 6.2. Realicómosla por el método 
de inducción matemática. Para m = 41 el teorema ya está 
demostrado. Por eso es suficiente (al suponer válido el toorema 6.2 
para un sistema de m-1 ecuaciones funcionales) demostrar la validez 
del teorema también para el sistema citado de m ecuaciones funciona- 
les. Dado que, por la hipótesis, el jacobiano 


(6.17) 


*) Hay que tener on cuenta la observación 2 al teorema 6.1. 


17652 
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es distinto de coro en el punto Afo, por lo menos uno de los menores 
de (m=—1)-ósimo orden *) de este jacohiano es distinto de cero en el 
punto Mo. Sin limitar la generalidad, convengamos en considerar 
que en el punto Af es distinto de cero un menor contorneado en la 
esquina superior izquierda. Entonces, por la suposición de inducción, 
las primeras m-t ecuaciones del sistema (6.14) son resolubles respec- 
to de up, Uy. - +: Um Más exactamente, para Ep, Eg... Ema 
positivos suficientemente pequeños existe tal entorno del punto 
Mi lms ditn > + Za) del espacio /t” de las variables (um, 2y 
Za - >.» 7) que dentro de los márgenes de este entorno quedan defi- 
nidas m—Í funciones 


u= 


Alarma | A (6.18) 
A CA 


que satisfacen las condiciones |u; — iy | <p << um- — 
— Umar | < Em y constituyen, habida cuenta de estas condiciones, 
la única solución continua y diferenciable del sistema do las prime- 
ras m—1 ecuaciones (6.14). 

Pongamos las funciones haJladas (6 18) en el primer miembro de 
la última ecuación de (6.14). En esto caso el primer miembro de esta 
última ecuación se reduce a una función que depende sólo de um, 
Bo os 
y A ES ACA A A 
Dina (ims Lio ees Zn)s Ums Ti nl Y llo Bis sens Ln) (6.149) 


(la función mencionada está designada con ¥). De este modo, la úl- 
tima de las ecuaciones de (6.14) nos conduce, a la ecuación siguiente: 


We (ums Zn + ++ £a) = O. (6.20) 


En virtud de la igualdad (6.19), ¥ (tm. 21. - - «+ 2n) puedo conside- 
rarse como una función compuesta de sus argumentos. Entonces, apli- 
cando el teorema de diferenciabilidad do una función compuesta, po- 
demos afirmar que la función Y (um. Ty, . - => Za) es diferenctable en 


cierto entorno del punto Mi fum, Tı. - - «: Za) del espacio R”. La igual- 
dad (6.19) y la última de las desigualdades de (6.14) permiten afirmar 
que Y (ms q, + Fa) = O. Por eso, con el fin de demostrar que 
a la ecuación (6.20) es aplicable el teorema 6.1 y que la misma es re- 
solmble respecto de tim. es suficiente establecer que la derivada par- 


+) Recordemos que lám ase menor de un — 4)-ésrmo orden de un determi- 
nante dado de m-ésimo orden al determinante de (m — 1)-ésimo orden obtenido 
a partir del determimante dado de m-ésimo orden suprimiendo una fila y wna 
columna 
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cial 


es continua y distinta de cero en el punto Mg. Para hacerlo, 
caleilemos la citada derivada parcial. Introduzcamos en las prime- 
ras m—1 ecuaciones del sistema (6.14) las funciones (6.18), que cos 
tituyen la solución de estas ecuaciones, y diferenciomos las identi- 
dados obtenidas respecto de um. Obtenemos 


(6.219 


(6.2471) 


Luego, diferenciemos respecto de um la igualdad (6.19). Obtendremos 
Wm IO y Em Oma y dE DN 6-21) 


Du, Dum Dii ¡Di Jum T Tum’ 
Multipliquemos las igualdades (6.24%) — (6.21™) por los correspondien- 
tes complementos algebraicos Ay. Az, . . =+ Am de los elementos de 
la última columna del jacubiano (6.17) y sumemos, a continuación, 
estas igualdades. Obtendremos 


S 20m [a Ea, E ro Ee J+ 


Tim Dur Sm ux 
pan 


+ (a A + YES 4 


im Cun 


4 A E] me Sy 


M Tam m Tam” 


Por cuanto la suma de productos de elementos de la columna dada 
del determinante por los correspondientes complementos algebrai- 
cos de los elementos de esta (otra) columna es igual al determinante 
(al cero), cada corcheto es igual a cero, mientras que lo quo está ence- 
rrado entro paréntesis es igual al jacobiano (6.17) 

De este modo, resulta 


0 (6.22) 


Aquí, con el símbolo A está designado el jacobiano (6.17), y con Am, 
e) complemento algebraico del último elemento de la última colnm- 
na, el cual coincide con el menor contorneado y es, por suposición, 
distinto de cero en el punto y. Al dividir la igualdad (6.22) por Am, 
encontramos definitivamente 


2- Z=. (6.23) 


La fórmula (6.23), válida en el punto AM;, demuestra la conti- 
muidad de la derivada parcial LE en el punto Af% (puos, A y Am 
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se componen de les derivadas parciales de las funciones (6.16) 
respecto de Uy, Ug -.-; Um, Continuas en el punto Mp). Además, 


de la fórmula (6.23) se deduce que Pe en el punto M4; es distinta 


de cero (puesto que el jacobiano A es distinto do cero en el punto Mp). 
Con ello queda demostrado que a la ecuación (6.20) puede ser apli- 
cado el teorema 6.1 

De conformidad con este teorema, para €m positivo suficiente- 


mente pequeño existe tal entorno del punto Mg (T1), -< ., Zn) del 
espacio R’ que en cada punto dentro de los márgenes do este entorno 
está definida una función 

Um = Ọm (To an F (6.24) 


que satisface la condición | um — úm | < tm y que es, a) subsistir 
esta condición, la única solución continua y diferenciable de la ecua- 
ción (6.20). Considerando que las funciones (6.18) son soluciones de 
las primeras m—1 ecuaciones (6.14) para cualesulera tim, zi. - 

n del entorno del punto 47%, e introduciendo la función halla: 
ALEZ en (0.48). obtenomos las funciones que sólo dependen” de 
las variables 2, +... Zu 


= O, ln (20 - 


tEn) Z -a Ial = Qi (fru ++ ndo 


PA A E AN EA 


ms 2n). 


Estas funciones están designadas por los símbolos q, - ++ Pm-1)- 
1 teorema de diferenciabilidad de una función compuesta permite 
afirmar que cada una de las funciones qu, - . -, Pm- €s diferenciable 
en el entorno del punto Af (ži. ... .. Xy). De este modo, hemos do- 
mostrado en definitiva que m funciones 


Ua = Qai (Tis +, Tn), 
Ou tar +++ nde (6.25) 
la nono za) 


satisfacen en el entorno del punto M; las condiciones |u, — in| < 
Lep., lUm—únl <€m y constituyen, al subsistir estas condi- 
ciones, la única solución continua y diferenciable en cierto entorno 
del punto M;(%,, ..., Zn) del sistema (6.14). 


Queda por demostrar que las funciones (6.25) constituyen la 
única solución del sistema (6.14) que satisface las condiciones 
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jui] Len -or limum] tm (Para Ers -- -s Em positivos sufi- 
cientemente pequeños). 

Supongamos que, además de las funciones (6.25), existen otras m 
funciones 


u= 4 (Lo Fa ++ 


Galli Tas e-r Ta) (6.25) 


que también constituyen la solución del sistema (6.14) y que 


satisfacen las condiciones Ji — us| < 8n ---, [Um —Únl < Em: 

Entonces, por suposición de inducción, las primeras m—1 fun- 
ciones (6.25) son, para um = üm dado, la única solución diferoncia- 
ble del sistema de las primeras (m—1) ecuaciones (6.14). Mas, para 
um prefijado, la unica solucion del sistema de las primeras (m—1) 
ecuaciones (0.14) se da mediante las igualdades (6.18). De este modo, 
son válidas las relaciones 


(6.18) 


en las cuales Dj, - - -, Dm, son lus mismas funciones que figuran en 
(6.48). 
En tal caso la última ecuación de (5.44) y las relaciones (6.19) 


permiten afirmar que üm es la única solución de la ecuación (6.20), 


es decir, ún= 


Al haber la igualdad i, 


proviene en seguida que u= Uy, -- -s Umi = Umt- 
El teorema 6.2 ostá completamente demostrado. 


= üm, de las relaciones (6.18%) y (8.18) 


2. Cálculo de las derivadas parciales de las funciones definidas implic 
tamente por un sistema de ecuaciones funcionales. Supongamos en este punto 
cumplidas las condiciones del teorema 6.2 y dediquémonos al cálculo de las de- 
rivadas parciales de las funciones (5.25). Pongamos las funciones (8.25) en el 
sistema de ecuaciones (0.141, de cuya solución sirven dichas funciones, y dife- 
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renciemos las ¡entidades obtenidas respecto de s; (£= 4, 2, ..., n). Resulta 


16.20) 


Las iguuldades (6,40) son un sistema lineal de ecuaciones respecto de m 


x È 
incógnitas r C $ El determinante de oste sistema, el jacobiano 
(6,17). es distinto de cero en el entorno ilel punto Mọ. Por consiguiente, el 


sistema (6,20) e 
Cramer: 


la con la única soluci 


ón determinada por las formulas de 


DEF, Es... Po) 


buy 
n 


Las expresiones para las derivadas parciales de segundo orden y do órdenes sm- 
Periores®) pueden obtenerse difer do estas fórmulos. 
3. Aplicación biunívoca de dos conjuntos de un espacio m-dímcusional, 


Examinemos en cierto entorno de un punto Mo (fi. Za) m funciones 


OS 
M= (i + md, 


Mera Pra (Zis +++ Ed 


16,27) 


Las m funciones en considoración realizan una aplicación de dicho entorno del 
punto Mo sobre cierto conjunto (Y) del espacio m-dimensional de variables 
ur, ta >> + im: Esta aplicación se denomina biunívoca si a todo punto del 
entorno mencionado del punto Af, lo corresponde un solo punto del conjunto 
{N ), de suerto que on este caso cada punto “del conjunto (A) corresponde a un 
solo punto del cltudo entorno del punto Afo- 
jel teorema 6,2 se deduco inmediatamente la afirmación siguiente. 

Si las funciones (6.27) son diferenciables en un entorno del puntu My, con la 

particularidad de que todas las derivadas parciales de primer orden son continuas 


D Mm) cero en est 
Dña P e es distinto de cero te 
punto, las funciones (6.27) aplican biunirocamente cierto entorno del punto 
Moli, - - -- Fm) sobre cierto entorno del punto Ne (hy. -.-. Um), donde up 
me tr a. a Tm) (E= fs ao 
En 'ofecio, As relaciones (8.27) pueden considerarse como un. sistema de 
ecuaciones funcionales respecto de 7,, za,- ., m, para el cual se cumplon las 
condiciones del teorema 6.2. Pero, on este caso. el sistema tiene Siempre en 


en el propio punto My y el jacobiano 


La existencia de estas derivadas parciales se asegnra por las restricciones 
adicionales que se Imponen en los funciones (0.46). 
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cierto contorno del punto Ne (ap: + - + tm) la única solución 


16.27") 


Es evidente que las funciones (6.17) realizan la aplicación inversa. 

Notemos que en las condiciones do la afirmación enunciada, tanto las funcio- 
nes (6.27) que realizan la aplicación directa, como las (6.27) que realizan la 
aplicación inversa, son continuas Una aplicación biunívoca que poseo esta 
propiedad se denomina homeomorja. 


$ 4. Dependencia de las funciones 


1. Concepto de dependencia de las funciones. Condición suficiente 
de independencia. Supongamos que m funciones de unas mismas 
n variables 


Us = Gi (Tis Zar +: Tm)» 


Ug = Ga (Tis Pas eer Tn), (6.28) 


im E ET 


están definidas y son diferenciables en cierto dominio *) D n-dimen- 
sional abierto. 

Diremos que una de estas funciones, ux, por ejemplo, depende en el 
dominio D de las demás funciones si simultáneamente para todos los 
puntos (Zis ty + <<« %,) del dominio D 

UA = Ọ fuy. oo os Mr Uatn | + + da (6.29) 
donde ® es cierta función definida y diferenciable en un dominio co- 
rrespondiente de variación de sus argumentos. Las funciones urta. +. 
+ « s Uy, Se denominarán dependientes en el dominio D si una de estas 
funciones (no importa, cuál) depende de las demás en el dorginio D. 

En cambio, si no existo una función diferenciablo Y tal que si- 
multáneamente para todos los puntos del dominio D se verifique una 
identidad de la forma (6.29), las funciones uyylg, - - ++ Up Se deno- 
minarán independientes en el dominio D. 

rsemrios i Es fácil convencerse de que tres funciones de 
cuatro variables 


Mo r+adad+a, 
ta > Ty bza t ta + Tp 
Ug = 2t,Xa + Pita + Zn 24 Y Lira Y rt 1 Egt, 


+) Es particular, a tutulo de dominio D puede tomarse cierto eutorno de 
un ponto fijo Mo de un espacio n-dimensional. 
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son dependientes en cualquier dominio D de un espacio cuadridi- 
mensional, pues para todos los puntos (71. Z2, Zs, 74) de esto dominio 
Uy = U — Uy 

2. Mostremos ahora que dos funciones de dos variables u 
=x + y yu, =7-— y son independientes en cualquier dominio 
D del plano z, y que contiene el 
origen de las coordenadas. Está 
claro que la función u conserva 
su valor nulo en la recta x -| 
-+y = 0 que pasa por el origen 
de las coordenadas (fig. 6 
Pero, sobre esta recta la función 
us tiene valor variable u, = 2x. 
Por eso, en este tramo de la 
recta, dispuesto en el interior 
de D. u, no depende de u, 
a ciem erta. Es análoga la 

Fig. 6.5 demostración de que sobre un 

tramo de la recta z— y = Ù, 

dispuesto on el interior del dominio D, us = 0. u, = 22, y, por con- 
siguiente, u, no depende de us- 

OBSERVACION. En el curso do álgebra lineal se introduco la noción do depen- 
dencia lineal de las funciones: m [uniones u, la, - - + m Se laman lineal- 
mente dependientes en un dominio D si para lolas los puntos del dominio D 
una de estas funciones se expresa en forma de una función lineal de las demás 
funcioves, Está claro que la dependencia lineal de las funcionos os un caso 
particular de la dependencia do estas funciones, pues, si las funciones vs, 
Ug, ; «1 Um Son linealmonte dependientes en e] dominio D, son dependientes 
en dicho dominio, poro existen funciones dependientes en el dominio D sin 
od linealmente dependientes (por ojemplo, las funciones escritas en el 
ej . 


Um = Ọm (Tis + - -> Emo Amas + + ++ Za) > 
están definidas y son diferenciables en un entorno del punto My tti, + 
Leo ms mn - - <» Tn). Entonces, st el jacobiano formado a partir 
de estas funciones respecto de algunas m variables es distinto de cero en 
el punto Mo, las citadas funciones son independientes en cierto entorno 
del punto Mo. 

DEMOSTRACION. Sin limitar la generalidad, convengamos en 
considerar que en el punto M, está distinto de cero un jacobiano 


(6.30) 
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Demostremos el teorema reduciéndolo al absurdo. Supongamos que 
las funciones liz, tis, - . => Um Son dependientes en cierto entorno del 
punto Mo, es decir, una de estas funciones, ux, por ejemplo, se expre- 
sa para todos los puntos de este entorno en la forma 


up = D (Uy, +++ Ung Urti + + + Um 


donde ® es una función diferenciable. Haciendo uso de la regla de 
diferenciación de una función compuesta, calculemos la derivada de 
Ja función uy respecto de cualquiera de las variables z; 


dun _ ÔD du, 0 Duny 
E E N! Dy 
de day Ön Tura da 


ôD Aunn D um 
tinn i... ir ie 2 m)> (6.31) 


Las fórmulas (6.34), si se toman para cada valor 1=1, 2,....m 
on el punto Mo. dejan constancia de que la k-ésima fila del jaco- 
biano (6.30) es una combinación lineal de las demás filas, cuyos 
coeficientes son iguales, respectivamente, a 


a aw w a a 
Ta a 0 


Pero, en este caso el jacobiano (6.30) es igual a cero en el punto 
Mo» lo que contradice las condiciones del teorema. 

EJeMPLO. Las dos funciones examinadas anleriormente u, = 
=x + y e u, = z — y son independientes en el entorno de cual- 


quier punto M (z, y), puesto que el jacobiano Pa 3 3 Se 


= — 2 + 0 en todo punto. 
2. Matrices funcionales y sus aplicaciones. Examinemos otra 
vez m funciones de n variables (6.28): 


(6.28) 


Esta vez supongamos que las funciones (6.28) están definidas y son 


diferenciables en cierto entorno del punto My (zy, - >» Ta), con la par- 
ticularidad de que todas las derivadas parciales de primer orden de estas 
funciones son continuas en el propio punto Ma- 
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Formemos a partir de las derivadas parciales de las funciones 
(6.28) la siguiente matriz funcional 


que contiene m filas y z column 
Tieno Ingar la afirmación siguiente. 
Teorema 6.4. Supongamos que en la matriz funcional (6.32 
1) cierto menor de r-6simo orden *) es distinto de cero en el punto 


Ma (žr, ža, + - -» Xn), 2) todos los menores de {r + 1)-ésimo orden son 
nulos en cierto entorno del punto M, **). Entonces, las r funciones re- 
presentadas en el citado menor de r-ésimo orden. son independientes en el 
entorno del punto My; cada una de las demás funciones depende en dicho 
entorno de las r funciones mencionadas. 

DRKOSTRACIÓN. Sin perder la generalidad de Jos razonamientos, 
convengamos en considerar que en el punto Ma es distinto de cero 
el menor dispuesto en la esquina superior izquierda de la matriz 
(6.32), es decir, es distinto de cero el determinanto 


20. 
Ox] ` DA 
. (6.33) 


Entonces, la independencia en el entorno del punto AZ, de las funcio- 
NOS ly» Ug, + > «, 4, se deduce en seguida del tooroma 6.3. Resta por 
demostrar que cualquiera de las funciones urs. . - -; Um ***) depende 
en el entorno del punto M, respecto de uy, is, - . ., Uy. Demostre- 
mos, por ejemplo, que 1,4, depende en el entorno del punto My do 
Uy, üs, + + «s U, Prestaremos nuestra alención a las primeras r fun- 


ciones (6.28), Si dosignamos por ú. .... k, los números de tipo 


MEA ta cs Edo =D + oos Za), siom- 
pro on cierto entorno del punto Ng (üy, +. -y üp, Zs << Zn) del es- 


*) Recordemos que se llama menor de r-ésimo orden de una matriz dada 
un determinante formado do los elementos dispuestos en la intersceción de 
algunas r columnas con r filas do la matriz 

%s) Cuando r = min (m, n), la exigencia 2) ha de omitirse. 
#94) Por supuesto, se supone en este caso que m >r. 
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pacio (n -+ 1)-dimensional las primeras r funciones (6.28) son la úni- 
ca solución diferenciable del siguiente sistema de ecuaciones » 


que coincido con el menor (6.33), es distinto de cero en el punto No, 
el sistema (6.34) puede resolverse univocamente en el entorno de este 
punto respecto de zı, .. .. £p. Dicho de otro modo, en un entorno sufi- 
cientemente pequeño del punto M el sistema (6.34) siempre tiene 
una única solución diferenciablo 

) (6.35) 


Subrayomos que las igualdades (6.35) y Jas primoras r igualdades de 
(6.28) son plenamente equivalentes en el entorno del punto Ny. 
Eu particular, sí introducimos xy, Zg, » - -; 3r, definidas mediante 
las ecuaciones (5.35), en las primeras r igualdades (6.28), las citadas 
igualdades pasarán a ser idontidades respecto de Zp41 + .: fn 
i, + + + Us» Diferonciando estas identidades respecto de la variable 

FEA... n) y advirtiendo que uy. - +=, 4, no dependen 
Xy, Londremos 


A 5 
+21 A, (6.361) 


Notemos que las igualdades (6.2 
los valores de las variables «y, 
torno del punto Jo- 

Con el fin do cerciorarnos de quo Ja función u,+ depende en cier- 
to entorno del punto Af, respecto de uy. . - -. up, pongamos los valo- 


1) — (6.36") son válidas para todos 
a Ep rti <> «+ Zy de ciorto en- 


todas las funciones Fi. o... Py 
Lo — (1 0, de surto 


+, En efecto, en el punto citado N, 
se anulon, mientras que el jecobiano p- 
que quedan cumplidas las condiciones del teorema 6.2. 
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~ Zn, definidos mediante las ecuaciones (6.35), en Ja (r + 
ésima ecuación de (6.28). En este caso u, +, se convierte en una 
función de los argumentos ty, . Ur Gran. + > +. To POS Up = 
Mr o a Errr En) Gra lpi (trs 

-a Vr r n . t rtn sen Enh Trta 


hs Ur, Zeti» > > -. En) (esta función Jue deno- 
tada por el símbolo ®). Resta por domosirar que para todos los va- 
lores de las variables t}, . .-, £r, Xy +15 > > <> Zn, dispuestos en un 
entorno suficientemente pequeño del punto Afo, Ja función Y no 
depende de X,41, . . -, Zn). Con este fin basta probar que para todos 
los zı, ..., Zn de un entorno suficientemente pequeño del punto 
Ma se verifican las igualdades 


o 


un 


=0 (=r+1,....n). (6.37) 


Diferenciemos la función D respecto do la variable x; (1 = r+ 1, 
+, n) como una función compuesta, Obtendremos 


mL pOr Or y Pres yo 
a o Sl E E 


Veamos ahora el siguiente menor de {r ~ 1)-ésimo orden de la matriz 
5.32): 


KN 
Ty 


ap . (6.38) 


Tz, 


Pras Pres ra, 


dx, *'* ox, Com 


Por la hipótesis del teorema este menor es siempre igual a cero en el 
entorno del punto My. Multipliquemos las igualdades (6.361) — 
(6.367*) por los complementos algebraicos correspondientes Ay, 

21 Ay Ays, de los elementos de la última columna del menor 
(6. 38) y, a continuación, sumemos todas estas igualdades. En virtud 
del teorema de que la suma de productos de los elementos de una co- 
lumna dada por los complementos algobraicos correspondientes de 
los elementos de esta (otra) columna es igual al determinante (al ce- 
ro), obtendremos *) 


> 


res (6.39) 


azi 


En la igualdad (6.39) el símbolo A denota el menor (6.38), igual a ce- 
ro siempre en el entorno del punto M4, y el complemento algebraico 


*) Repotimos los razonamientos descritos detalladamente en la pág 259. 
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A,+ coincide con el menor (6.33), distinto de cero en el punto Afo, 
y; Por tanto, en cierto entorno de este punto +) De la igualdad (6.35) 
concluimos que en cierto entorno del punto Mo las igualdades (6.87 
son siempre válidas. El teorema está demostrado. 

mueweLo. Volvamos a analizar la dependencia de las funciones 


pagta 
a, + Zs + Za + Zas 


Uy = Layla + 20,9 + Zara -H 2299 F Lg, H EsTe. 
La matriz funcional (6.32) tiene por expresión 


us 
us 


2z, 27, A 2m, 
1 1 1 1 . 
2 (ayt tatt) 2 (AA Az) (ttti tz) 2 (01 422 + 24) 


Es fácil convencerse de que todos los determinantes de tercer orden 
son ¡idénticamente iguales a cero, con la particularidad de que en cual- 
quier punto del espacio (%,. £a, 3s, z4), en el que no coincidon las cua- 
tro coordenadas 21, £s, Za, <4, Por lo menos nno de los determinantes 
de segundo orden 


2z, 2% 2r, Le 
1 4 1 4 


es distinto de cero. Por consiguiente, en el entorno de cualquier pun- 
to mencionado las funciones u, y ta son dependientes, mientras que 
u, depende de u, y ug- 


2z, 2e, 
1 ap 


$ 5. Extremo condicionado 


1. Concepto de extremo condicionado. En el $ 6 del cap. 5 busca- 
mos extremos locales de unas funciones cuyos argumentos no están 
relacionados con condiciones adicionales algunas. Pero, eu las mate- 
máticas y en sus aplicaciones se encuentra a menudo un problema de 
búsqueda de los extremos de una función cuyos argumentos satisfacen 
ciertas condiciones adicionales de conexión. Llamaromos los extremos 
de este género condicionados con el fin de distinguirlos de los extre- 
mos (incondicionales) estudiados en el $6, cap. 5. 

Demos a conocer un ojemplo de problema de búsqueda de un ex- 
tremo condicionado. Se pide hallar el extremo de wna función u= 


*) Por cuanto todas las derivadas parciales dol menor (8.33) son continuas 
en ol punto Ma, lo sorá también en el punto M el propio menor (6.33). Mas, en 
este caso, de conformidad con el teorema do estabilidad del signo de una fun- 
ción continua, este menor os distinto de cero no sólo en el propio punto Me, sino 
también en cierto entorno del mismo. 
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= x? + y? a condición de que los argumentos de esta función satis- 
fagan la condición de conexión « + y — 1 — 0. De este modo, los 
extremos de la función u =2* + y? so huscan no en todo el plano 
Oxy, sino sólo en la recta x + y — 1 = 0. Para resolver el problema 
planteado, pongamos en la ecuación de Ja función u y? ol 
valor de y determinado a partir de la condición de conexión x + y — 
— 1 = 0. De este modo reducimos el problema planteado a un pro- 
blema de búsqueda del extremo 
incondicional de la función u = 
= 2 — 2z +1. 
El último oxtromo se halla 
sin dilienltades algunas: por 
cuanto w — 4 (2— 12), 069 —4, 
la función u = 2z — 2s +1 
tiene su mínimo u = 12 para 
y = 12. De este modo, la fun- 
ción u = 2* + y? con la condi- 
ción de conexión z +y— 1 = 0 
cuenta con el mínimo condicio- 
nado u = 1/2 en el punto (12, 
L2). Advirtemos que el mínimo 
incondicional de la función u - 
. y? se alcanza en el punto 
(0, 0) y es igual a u =0. Además, 

incluso los razonamientos ilustrativos (fig. 6.6) evidencian que el 
mínimo de la función u= xy (do cuyo gráfico sirve un 
paraboloide do revolución) en todo el plano Ory no coincide con su 
mínimo en la recta r+y—1 = 0. 

Pasemos al planteamiento general del problema de búsqueda de 
extremo condicionado. Supongamos que se pide hallar un extremo de 
la función de m + n variables 


A O A 16.40) 

al haber m condiciones de conex 
Filo «Eno Y 

Palo. 


Fig. 6.6 


(6.41) 


Fmllrs Ens Vis ++ Yma) = O. 
Precisemos, ante todo, el propio concepto de extremo condicionado 
de la función (6.40), al haber las conexiones (6 41). Diremos que la 
función (6.40) tiene. al haber las coneztones (6.41). un máximo (mint 
mo) condicionado en el punto My (Zy. -s Ens Yao +. Im) cuyas 
coordenadas satisfacen las condiciones de conexión (6.41), si existe un 
entorno del punto Mo, en cuyos márgenes el valor de la función 16.40) 
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en el punto My es el mázimo (el mínimo) entre sus valores en todos los 
puntos cuyas coordenadas satisfacen las condiciones de conexión (6.41). 

Para hallar el extremo condicionado de la función (6.40), al ha- 
ber las relaciones (6.41), supongamos que las funciones de los miem- 
bros izquierdos de las igualdades (6.41) son diferenciables en cierto 
entorno del punto en consideración Me, y, además, en el propio pun- 
to Me las derivadas parciales de las funciones mencionadas respecto 
do Yi, - + ++ Ym son continuas, y el jacobiano 


DS, Em) 
D (Yrs sIm) 6 

es distinto de cero. 
En virtud del teorema 6.2, para los números positivos t,tp 
. Em Suficientemente pequeños existe tal entorno del pun 
Mi (tis -+ e Zn) de un espacio de 
de este entorn 


ariables (£, . . ., 2) que dentro 
as m funciones 


(6.43) 


Ym 


que satisfacen Jas condiciones | yı — yi | < Cy... | Ym = Ym 1< 
< tm y que son, al haber dichas condiciones, la solución del sisto- 
ma de ecuaciones (6.41). la única y diferenciable. Al introducir las 
funciones halladas (6.43) en (6.40). reducimos el problema do exis- 
tencia de un extremo condicionado en el punto 47, para la función 
(6.40), al haber las conexiones (6.41), a un problema de existencia 


de extromo incondicional eu el punto Mé para la función compuesta 
de los argumentos £y. ... La 


u = ft... Fas Y ln "E 


eer Om (tis oo EJ = O (s o oor de (6.44) 


El problema de existencia de extremo incondicional ile la función 
(6.44) puede ser resuelto por los métodos aducidos en el $6, 
cap. 6*). El esquema general de reducción del extremo condicionado 
a un incondicional, que acabamos de exponer, fue realizado por noso- 
tros en el ejemplo particular examinado más arriba. Ahora, procure- 
mos establecor por lo menos las condiciones necesarias dde existencia 
de nn extromo condicionado en el punto Me. sin recurrir a la resolu- 
ción del sistema (6.44). Así, pues. supongamos que la función (6.40) 


*; En esle caso se debe imponer, naturalmente, ciertas condiciones en la 
función (6.40). 
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es diferenciable en el punto Mae y tiene en el mismo un extremo condi- 
cionado al haber las relaciones (6.41), o bien (lo que es lo mismo) 
la función (6.44) tiene en ol punto Afs un extremo incondicional. De 
acuerdo con lo establecido en el $ 6, cap. 5, una condición necesaria 
de extremo incondicional de la función u = Ọ (z, ..., £n) en el 
punto Ms consiste en que sea igual a cero en este punto la diferencial 
de la citada función 


2 2» 
du = 7 de + By En 


0, (6.45) 


idéntico respecto de dry, .. ., dzņ. Toniendo en cuenta la invaria- 
ción de la forma de la primera diferencial y la igualdad (6.44), pode- 
mos escribir la fórmula (6.45) en la forma 


(6.40) 


(En esta fórmula todas las derivadas parciales se toman en el puuto 
Mo.) Subrayomos, sin embargo, que en la igualdad (6.46) dy, ... 
. «> dym son diferenciales de las funciones (6.43), de modo que la 
igualdad (6.46) no es una identidad respecto de dy, . . .. dym. Su- 
pongamos ya introducidas en la ecuación de conexión (6.41) las fun- 
ciones (6.43) que constituyen la solución del sistema (6.41). En esto 
caso las ecuaciones (6.41) pasarán a ser identidades y obtendremos, 
diferenciando dichas identidades: 


JE da +i de dd + 


Pm 
day 


(6.47) 


Dado que el jacobiano (6.42) es, por suposición, distinto de cero en 
el punto My. dy, » - », dym pueden ser expresadas a partir del siste- 
ma lineal (6.47) como funciones Jineales de dzy, . . ., dzn. Si halla- 
mos estas expresiones y las ponemos en (6.46). entonces, al reunic en 
la igualdad obtenida los términos que contienen d2,, .. .. d£n, 
obtendremos 


Aidt, +... + Andín =0, (6.48) 


donde Ay, ..., An denotan ciertas funciones racionales de las deri- 
vadas parciales l, Fy, .. .. Fm en el punto My. Por cuanto en la 
igualdad (6.48) figuran sólo las diferenciales de las variables indepen- 
dientes, de esta igualdad concluimos que 41 = Q, ..-: An = Ò. 
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Adjuntando a las igualdades mencionadas m condiciones de conexión 
(6.41). obtendremos condiciones necesarias de existencia de un oxtre- 
mo condicionado de la función (6.40), a) haber Jas conexiones (6.41), 
en la forma 


Ar =O, .., An >0,F,=0, ..<., Pp "=0. (8.49) 


Las igualdades (6.49) son un sistema de m + n ecuaciones para deter- 
minar m | n coordenadas del punto de extremo eventual. 

2. Método de multiplicadores indeterminados de Lagrange. 
Exponiendo el método de buscar los puntos de extremo condicionado 
eventual, hemos perturbado la simetría con relación a las variables 
Fis -ees En, Yar + + +» Um» Una parte de estas variables, 2), . . ., Zn, 
se consideraban como independientes; las demás variables, como futi- 
ciones de dichas variables. En una serie de los casos esto complica 
los cálenlos. Lagrange propuso un método que simotriza el papel de 
Jas variables, EI presente punto está dedicado a la exposición de este 
método. Multipliguemos las igualdades (6,47) por los factores cons- 
tantes arbitrarios dy. - ., Am (por ahora inletorminados), respec- 
tivamente, Sumemos término a término la igualdad (6.46) con las 
igualdades obtenidas como resultado de Ja multiplicación, Do resul- 


tas se obtiene la igualdad siguiento: 
òw PE PZA di or 3 
Fr e -jes y ++ E yo dm U, (0.50) 
donde el símbolo Y r Ano Pio Hm) dengna Ja función 
siguiente 
EE A A Anfa (6.51) 


En lo niterior llamaremos esta función función de Lagrange. Conside- 
rando que para Jas funciones (6.41) están cumplidas las condiciones 
enunciadas en el punto antecedente y que Ja función (8.40) es dife- 
reuciable, elijamos Jos factores Ay. . . ., Am do modo que se verifi- 
quen las igualdades 


a ow 9 
E (6.52) 


Esto puede realizarse a ciencia cierta, pues las igualdades (6,52) cou- 
ducen a un sistema lineal 


ò 
n j 
A, AL 

Bym Mdn + ) 


13-652 
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into de cero. En virtud 


cuyo determinante (jacobiano (6.42)) es di: 

de las igualdades (6.52), la igualdad (6.50) toma la forma 
ay oy 5.50 
aint S dr, =0. (6.53) 


Bajo las suposiciones admitidas más arriba das variables z, vin 
son independientes, razón por la cual de la igualdad (6.53) deducimos 
que 


ow 
TF; 


ow 


=0. (6.54) 


Al adjuntar a las ecuaciones (6-52) y 10-54) las condiciones de cone- 
xión (6.44), obtendremos un sistema de n -- 2m ecuaciones 


k ia kaen 
% Tn Jm =O } (6.55) 


para determinar n + m coordenadas de los puntos de extremo condi- 
cionado eventual y m factores Ay... .. Am: En la práctica, al reali- 
zar este método, se procede del modo siguiente. Se forma la función 
de Lagrange (6.51) y se hallan para esta función los puntos de extremo 
incondicional eventual. Gon el fin de excluir los factores Aj. +. .+ Ams 
se atraen las condiciones de ci ón (6.41). Este camino de buscar 
los puntos de extremo condicionado atual es Jegítimo, pues con- 
duce precisamente al sistema de n -+ 2m ecuaciones (6.55). Más abajo, 
en el p.4, veremos un ejemplo de aplicación del método de mnlti- 
plicadores de Lagrange. 

3. Condiciones suficientes. Eu este punto examinaremos uno de 
los procedimientos de análisis adicronal de Jos puntos de extremo con- 
dicionado oventual. Supongamos que en el punto Me se cumplen las 
condiciones necesarias de extremo (6.55) Además, exijamos comple- 
mentariamento que las funciones (8.40) y (6.41) sean dos veces dife- 
renciables en un entorno del punto M, y que sean: continuas Lodas las 
derivadas parciales de segundo orden en el propio punto Afo- La cons- 
trucción de la funci de Lagrange (6.51) sugiere, evidentemente 
que, al haber las conexiones (6.41), los extremos de la función (6.40) 
y de la función de Lagrange coinciden *). Pero, en tal caso, de los 
resultados del $ 6, cap. 5 se desprende que para obtener una condi- 
ción suficiente de extremo de la función (6.40) en el punto Io en 
presencia de las conexiones (6.41), se debe adjuntar a las condiciones 
(6.55) el requisito de que dW sea de signo definido en este punto Enton- 


*) Esto so deduce de que, al haber las conexiones (6.44), la diferoncia 


JOM) — FM) coincide con la diferencia Y (My — UM) 
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cos, de conformidad con los resultados del párrafo 6, cap. 5, podemos 
constatar un mínimo en el punto Me, siempre que, al haber las co- 
nexiones (8.41), W | m, >0, y nn máximo, si dW |a, <0. De- 
mos a conocer algunas observaciones más de carácter práctico. Note- 
mos, ante todo, que la segunda diferencial d*W' puede calcularse en el 
punto dado M, de extremo eventual, como si fueran independientes todas 
las variables Ly, ..-. Luv Yis - >>> Ym Bectivamento, la segunda 
diferencial d*Y de Ja función Y no posee, por regla general, la pro- 
piedad de invariación de la forma y tendría que definirse, consideran- 
do la dependencia entre Y +. << Ym Y Mo +- Zn. Mediante Ta 
igualdad 


a o 
av (emo e Ln 
+ — yut 


Pero, en el punto de extremo cv 


nal M, so verifican las igualdades 


DE ika E 
o "07 dm 


de modo que dY se define mediante Ja misma fórmula 


AN (da Ed ge! 
a PRY i 
i dy -y | stdin) W 6.56) 


que se emplea cuando todas las variables x, is di 
se consideran independientes. Notemos, Juego, quo cuanto se nece- 
sita establecor tiene o no signo definido d'W soló en presencia de las 
conexiones (6-41), al realizar Jos cálculos, en la fórmula (6.56) para 
dW hay que sustituir dy. - . -. dym por sus valores delividos a par 
tir del sistema (6.47). A continuación, hay que estudiar la cuestión 
do es o no de signo definido en el punto dado M, la diferencial ¿Y 
Ahora podemos examinar un ejemplo. 

4. Ejemplo. Supongamos que hemos de hallar los valores 
maximo y mínimo de un determinante 


16.57) 


conociendo la suma de drados de los elementos de 
cada fila de este determinante. El problema consiste en 


180 
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hallar los valores extremos de una función de n? variables (6.57), al 
haber las siguientes n condiciones de conexión *): 


Jatt +7 las 


(6.58) 


E HZR hn 

donde Ahy, + Som unos números positivos dados **). Para re- 
solvor el problema planteado, veamos y resolvamos un problema más 
simple. En el punto extremal del determinante (6.57). fijemos los ele- 
mentos de todas las filas, a excepción de la k-é. la. En esto caso el 
determinante (6.57) puede considerarse como función de n variables 
Zr» tn. +- :y Za: La expresión explícita de esta función puede obtener- 
<o desarrollando el determinante según los elementos de la /-ésima 
fila: 


AX YY n rl aie (6.50) 

Aquí, con Xas Ya - - «+ Za están designados los complementos alge- 

braicos de los elementos correspondientes £y. Yx, + > +, Za Por cuan- 

to los elementos de todas las filas del doterminante, salvo la /r-ósima. 

están fijos en el punto extremal, los complementos Xp, Y ps + - Zy 

meden considerarse como números constantes, Veamos un problema 

le búsqueda de los extremos de la función (6.59), al haber una sota 
condición de conexión ***) 

Ry. HRI hy (6.60) 

Para rosolver este problema, formemos una función de Lagrange 

EA A yr hose 

+ 2% — Hd, (0.01) 

y resolvemos para dicha función la cuestión de extremo incondicio- 
na). De las condiciones 


aw Y 4 
FE Kn An 0, 
A Y, +=, L 2,42% =0 
i © 2 =0, -o or -Gy Za n= 
encontramos las coordenadas del punto de extremo eventual 
xX Y Z ji 
Zo = i nast arei (6.62) 


J El problema de existencia de Jos valores extremos no da lugat « dudas 
mos la función (6.57) es una función continua de sus n? variables sobre un co 
junto corrado (6.56) 

**) Omitimos un caso trivial cuando por lo menos uno de los números f, 
has +: ++ A es igual a coro. En oste casa ol determinante (6.57) es ¡dónlicamonte 
iguala Cero, 

2) A tituto de esta condición lomamos la k-ésima de las condiciones (6.581 
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31 factor constante 7. se excluye fácilmente de la condición de cone- 
xión (6.60). De esta condición encontramos dos valores: 


Y EA o 2 V 


(En este caso omitimos de nuevo el caso trivial cuando todos Jos 
Xr, Yrs + > ++ Za son mulos, pues en este caso el determinante (6.59) 


es idénticamente igual a coro.) 
De este modo, obtenemos dos puntos de extremo eventual: 


Me. rc e) Y 
Ml o e) 


Demostromos que en el punto M, su realiza el mínimo condicionado, 
y en el Ma, el máximo condicionado, Con este fin, calculemos la se- 
gula diferencial d¢ de la función de Lagrange (6.61). Es fácil ver 
que 


BY -2A (dr, y dy)? +... -H (dza). 


De Ja ultima fórmula se deduce que Y es una forma cuadrática de- 
finida positiva para A = 7, => 0 (os decir, eu ol punto M4), y defini- 
da negativa, para A > A; «0 (es decir, en ol punto 74). Así, pues 
la función (6.59) tiene, al haber la conexión (6.60) mínimo condicio- 
nado en el punto M, y máximo condicionado en el punto M,. Sin 
calcular los valores maximo y mínimo de la función (6-59), al haber 
la condición (6.60), notemos que en un punto, donde se alcanzan di- 
chos valores, se verifican Jas igualdades (6.62), y, por consiguiento, 
son también válidas las igualdades 

EA 2 

a 


Volvamos ahora al cálenlo de Jos valoros extremos del determinante 
(6.57) al haber n conexiones (6.58). Conservando cl sontido dle las 
designaciones admitidas Xy, Ya. Za, de acuerdo con la propie- 
dad conocida del determinante, podemos escribir para todo i dist 

to de k 


Xn LyYn hb... b zila = 0 i h) 16.64) 
54) encontramos que 
+ 2,2, = 0 (para i 4) 46.05) 


De las igualdades (6,63) y ( 
Lila H YiYn = 


Las igualdades (6.58) y (6.65) y la regla de multiplicación de los de- 
lerminantes permiten concluir que, al multiplicar el determinante 
A por st mismo, se obtiene un determinante cuyos elementos son todos 
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iguales a coro, a excepción de los elementos de la diagonal principal, 
Jos cuales son iguales a Ry, -... a- -, An, respectivamente. De 
este modo, 


MASA lg -ha 
Por consiguiente, los valores máximo y mínimo de la magantud del 
determinante (6.57). al subsistir las condiciones (6.58), son iguales a 


+ KAR Ten y — V hide + Rip, respectivamente. De oste 
modo se obtiene que 


1414 Th fs 
o bien 


LAISK it PDA + +... aa (6-66) 


La última desigualdad, válida para un determinante arbitrario (6.57), 
se lama desigualdad de Hadamard *) 

UBSBRVACIÓN Cuando a = 3, la desigualdad de Hadamard (6.66) 
admite una interpretación geométrica simple. En este caso | A | 
es el volumen de an paralelepipedo construido sobre los segmentos 
OA y: 04, y O, que unen el origen de coordonadas O con los puntos 
Ar li Y 3), As s Yas Za), Aa (Za. Ya. Za). La desigualdad (6.66) 
afiema que de todos los paralelepipedos, cuyas aristas tienen longi- 
tul dada, el volumen máximo Jo tiene un paralelepípedo rectangular. 


Complemu 


to 


Cambio de variables 


En el análisis y en otros apartados de las matemáticas so encuentra vn 
problema de cambio de variables, Esto problema consiste on lo siguiente. Su- 


Porugamos dadu mna expresión 
no m {> 
Flema ioe) (6.47) 


me contiene las variablos indopondicutes z, y, una función s = z (r, y) y las 

derivadas parciales de la misma, En lugar do las variables independivutos +, y 

y de la función z = z (x, y) se introducen nuevas variables independientes v. v 

y una nuova función w = w (u, »), con la particularidad do que vienen dadas 

Íinas relaciones por cuyo intermedio v, v y » se expresan en términos do r, y 
up, 


re 
v, zh 
væț ir, v, a). } (6.68, 

way 12, y, 2). 


' requiere transformar la oxpresión (6.67) respecto de las variables nuevas n, 
u. En este caso supondremos que las fnuciones (6 68) son diforenciables un 


*) J. Hadamard (1865—1963), matemático francés. 
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úmero suficiente de veces y que el sistema (6.68) puede ser resuelto respecto do 
s, u y z, mientras que las primoras dos cevaciones en (6.68) se resuelven respecto 
dere y 

Ys ovideute que para resolver el problema planteado, basta expresar las 

de 0 A ôw A 

derivados Ep on términos de u, p, w, F + Señalemos 
cómo se puede hacerlo. 

Toniondo presente que z = z (z, y). y ie = w (u, v), escribamos lus primeras 
diferenciales de las funciones (6.68). Obtendremos 


vu 


-* a L ANNS 
dum ar E ay a DE dr 


(0.69) 


tetat ara). 60 


TA A 
u SR dy A A 


Introducicndo en (6.71) du y dr determiuadas por las fórmulas, (6.69) y (6,70), 
«igualando Jos coeficientes de dr y dy, obtendremos un sistema de dos ecuaciones 


de F òg, mp oz adnie E dd A 


de de ar de L ôs öz ör as ' ög 
ETC IT LAN E 
mu Lay a oy ely a By oy a 


dr d 
a portar del cual se expresan con Tacilulad ¿E y -Jet 


da m or de Or 


N A 


Ae a E 
de due dy w dy 
CIC INC MEA 

du A de öz a 


Si la expresión (6.67) dopende también de las derivadas parciales de segundo 
orden, para detoeminar estas ultimas on términos de las derivadas parciales de 
ar respecto de u y v, se dehe escribir las primeras diferenciales de las derivadas 
de primer orden ya calculadas. 

'ONSERVACIÓN 1 De un modo análogo se realiza el cambio de las variables 
cuando Jas variables antiguas están asociadas con las nuevas no melisme los 
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rolaciones (6.68), sino mediante las relaciones implicitas de la forma*) 


Dg (u, v, w, z, y, 


Dz (u, v, w, w, y, ) (6.72) 
Dalu, v, to, z, y, 20. 


OBSERVACIÓN 2 Nos hemos limitado al caso de dos variables indopendien- 
tes sólo pora abreviar Jas notacionos. El metodo aducido cs aplicable para el 
caso de cualquier número de variables independientes (y, en particular, para el 
de una variable independiente.) 

EJEM] se Sen z una función de las variables z e y. Transfórmese una 


Pe, oz 
Asm e Hr 


respecto de Jas coordenadas polares u y v: 


aus, u usen v. CAEN 


Advirtamos que en el ejemplo dado se reshza solo el cambio de lus vari. 
bles independientes, La función z sigue invariable, De (15,73) se desprende q 


dz = cos v du — u sen odo, dy — son v du + u cos v de. 


por lo cual, do las relaciones 


tonemos 
ds dz de nz 
-Jy (os vda —u sen vdv) -H-E (env du 1 u cvs cdo) gp du E de 


Igualando los coeficientes de du y dv, encontramos 


Do aquí 


(0.74) 


$e Ge 


Hallemos ahora -fyf + Por cuanto -gz + de la primera formula 


+) Se admito, por supuesto, la resolubilidad tanto respecto do n, c y u» 
como también respecto de z, y y 3, 

**) La oxpresión citada so Mama operador de Laplace. Esta desempeña un 
papel importante en las matemáticas y en sus aplicaciones, P. S. Laplace (1749— 
1827), matemático. físico y astrónomo francés. 
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(6.74) encontramos 


Después de los cálculos obtenemos 


des dz 2 de 
cost A 
O NA Y 


1 C E TE ds 
-He ento E sent v gg Sn Y 008 Y =p 


Análogamente, de Ja segunda fórmula (5,74), obtenemos 


A EE 
Dto 


iy dy va 
m m a iz 
sento Tí sen v cosy gay Har Costo 
1 ”_ 2 n 
Ap costui — i son voos o -pi , 


De este modo, en las cuordemadas polares w yv el operador de Laplace 


Birsa: E tiene por expresión: 


Capítulo 7 


ALGUNAS APLICACIONES GEOMÉTRICAS DEL 
CÁLCULO DIFERENCIAL 


$ 1. Envolvente y curva discriminante de una familia 
monoparamétrica de curvas planas 


1. Observaciones preliminares. Definiremos las enrvas planas 
con ayuda de las ecuaciones paramétr: 


z= q (a). y =1(), (T4) 


donde æ es un parámetro, o bien con ayuda de las ecuaciones de la 
forma 


Fy) U (1.2) 
En lo que sigue más abajo nos harán falta los conceptos de puntos 
ordinario y singular de una curva 
Su pongamos que una curva L se define mediante las ecuaciones 
paramétricas (7.1), con la particularidad de que las funciones r =+ 
q (2) e y — y (a) tienen, para a ap, derivadas continuas Un 
punto Wa (24. yo) de la curva L. cuyas coordonadas To 0 Ya, SON 1ZUA- 
les a q (24) Yap (24), respectivamente, se Hamará ordinario si 


y (a) =p? (2) +0. 17.3) 
En cambio, si para œ — @p. se vorifica la relación 
y? ao) +W” (ao) = 0, GA) 


ol punto 37, se amará punto singular de la curva L. 

Supongamos que la curva £ se define mediante la ocuación (7.2), 
con la particularidad de que la función F (œ, y) es diferenciable en 
cierto entorno del punto Ma (Zo, Yo) de esta curva y tiene en el mismo 
derivadas parciales continuas respecto de x e y. El punto Me Gro. 
yo) se llamará punto ordinario de la curva Z si en este punto se verifica 
una relación *) 

FÈ 4 PRO (15) 

Si, en cambio, en el punto Mọ se verifica la relación 


¡FR 0, (7.6) 


Mamaremos Mo punto singular de la curva L. Cerciorémonos de que 
si el punto M, de la curva L es ordinario, en cierto entorno de este punto 
la curva L es o bien la gráfica de cierta función diferenciable y f (0), 
o bien la gráfica de cierta función diferenciable x = g (y). Efectiva- 


+) Los conceptos de puntos ordi 
fueron introducidos en el p. 3, $2, 


rio y singular para la curva (7,2) ya 
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mente. supongamos que la curva Z se define mediante las ecuaciones 
paramétricas (7.1), y, además, queda cumplida la condición (7.3). 
De la continuidad de las derivadas q” (a) y Y” (a) para a = a, y de 
la condición (7.3) se deduce que on cierto entorno de xo al menos una 
de estas derivadas, por ejemplo, ¢ (æ), no esnula, Entonces, la fun- 
ción z —q (a) es en el citado entorno diferenciable y estrictamente 
monótona, Bajo estas condiciones existe una función inversa diforeu- 
ciable monótona a = q" (x). Poniendo esta función en la exprosión 
y = p (2), nos convencemos de que la curva £ es en cierto entorno 
del punto Me la gráfica de la función diforenciable y = f (x) = 
== ap ly (2)). La validez de la afirmación enunciada para el caso 
en que la curva se define con ayuda de la ecuación (7.2) se infiere de 
que en el entorno de un punto ordinario subsiste el teorema 6.1 sobre 
las funciones implícitas y, por oso, el tramo de la curva adyacente a 
un punto ordinario es la gráfica de la función diferenciable y = 
Fo o de la función g (y) 


OBSERVACION 1 En geumetría el punto Mo de la curva L so denomina ordi- 
nario «i en cierto entorno de este punto la curva Z es la gráfica de cierta función 
difercnciable, y singular, si en cualquier entorno do oste punto la curva L no 
puede ser representada en forma de la gráfica de una función diferenciable, He- 
mos visto que un punto de la curva 2. ordinario según nuestra definición, lo 
rå también desde el punto de vista geométrico. Pueden aducirso ejemplos, 
cuando un punto de la curva. singular según nuestra definición, será ordinario 
desde el punlo de vista geométrico, De este modo, nuestra definición de punto 
ordinario es más estrecha que la definición geométrica, poro más cómoda ón Jas 


Introduzcamos ahora el concepto de tangencía de las as La 
y L, en su punto común Je. Diremos que las curvas L, y Ly son lan- 
gentes en su punto común Ma, si ambas curvas tienen tangentes en el 
punto M, y ostas tangentes coinciden. 

En adelante nos hará falta la condición de tangencia de dos curvas 
IA 

Supongamos que la curva L, se define por la ecuación (7.1), y la 
curva La. por Ja (7.2), siendo Mo (<a Ya) el punto común de dichas 
enrvas (con la particularidad de que las coordenadas xx, € y, correspon- 
slon al valor æ — æ dol parámetro a). Conveugamos en considerar 
que el punto Mo es punto ordinario de las curvas L, y La y que ostas 
curvas son tangentes en el punto Wa. Entonces, las citadas curvas re- 
presentan en el entorno de A/, las gráficas de unas funciones diferen- 
ciablos. Consideraremos, para concretar, que £, y Le son las gráficas 
de las funciones y = f, (2) e y — fa (2). Presto que. por hipótesis 
las curvas Ly y L son tangentes en el punto Afp (To, Yo), los coefi- 
cientes angulares de las tangontes en Ma a las gráficas de las funcio- 
nes fy (2) y fe (2) son iguales, es decir, 


Íi (20) = fa (Zo). 


284 Cap, 7. Aplicacionos del cálculo diferencial 


Utilizando las fórmulas de diferenciación de las lunciones definidas 
paramótricamento (véase $ 11. cap. 5, t. 1) y las fórmulas de diferen- 
ciación de las funciones implícitas (véase p. 2, $ 2, cap. 6), obtenemos 


, PM, k 
0 E pao > as 


Las fórmulas (7.8) permiten atribuir a la igualdad (7.7) la forma si- 
guiente 
y (00) Fa (Ma) 


We 0 g% 
o bien 
FS MO V (ao) PLA ta) = 0. (1-10) 


En adelante IJamaromos la última relación condición de tangencia en 
el punto Me de las curvas L, y Ly. definidas por Jas ecuaciones (7-1) y 
(7.2), respectivamente. Omitiendo los argumentos de las funciones y 
haciendo uso de las designaciones y = JE yy" Le, escribiremos Ja 


condición de tangencia en la forma 


+0. (711) 


OBSERVACIÓN 2 Si en un punto común 47, de las curvas Fy Y Ly. 
dadas por las ecuaciones (7.1) y (7.2), respectivamente, se cumple la 
condición de tangencia (7.10) (o. lo que es lo mismo, (7.11). y ss, ade- 
más, el punto W, es punto ordinario de las curvas L; y Lg. entonces, 
Li y L, son tangentes en el punto Ha En efecto, de las relaciones 
(1.3). (7.5) y de la condición (7.10) provienen o hien la condición (7.9). 
o bien la condición L(22 AR es decir, la igualdad entre 
los coeficientes angulares de las tangentes en el punto común Me 
de las curvas L, y Ly. Esto significa precisamente que las curvas Ly 
y L, son tangentes en el punto My. Notemos que la condición de tan- 
gencia se cumple también cuando el punto Af, es punto singular por 
lo menos de una de las curvas Z, y Ly 

Así, pues, la condición de tangencia (7.10) se cumple tanto cuan- 
do las curvas Ly y Le son tangentes en el punto My, como también en 
el caso en que Af es un punto singular por lo menos de una de estas 
curvas mencionadas. 

2. Familias monoparamétricas de curvas planas. Puntos caracte- 
rísticos de las curvas de una familia. En diferentes problemas físicos 
y geométricos se encuentran frecuentemente familias do curvas pla- 
nas. En óptica geométrica se estudian, por ejemplo, los haces fami- 
lias) reflejados y refractados de rayos; en mecánica, las familias de 


ez 
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trayectorias posibles de una partícula material en un campo dado de 
fuerzas; en geometría, las familias de tangentes a las curvas. Uno de 
los métodos posibles de definir las familias de líneas de tal género con- 
siste on lo siguiente. Se toma una función F (r, y, a) de tres variables 


Fig. 7.1 Fig. 7.2 


2, y, 2 y para cada valor del 
se delme una curva de la fami 


F (x, y, a) =0. (1.42) 


Diremos que la relación (7.12) dofine una familia monoparamé- 
trica de curvas planas. Llamuremos el parámetro æ parámotro de la fa- 
miha 

Veamos los ejemplos de familias monoparamétricas de curvas 
planas 

1? La ecuación y — (1 — a) 0 define una familia de parábo- 
las que se obtienen desplazando a lo largo del eje Oz de la parábola 
y—at= 0 (fig. 7.4). 

La ecuación (y — a)! — (z — a)? = 0 define una familia de 
parábolas semicúbicas que se obtienen desplazando a lo largo de la bi- 
soctriz del primer ángulo coordenado de una parábola semicúbica 
a (fig. 7.2). 
upongamos que la función F (z, y, æ) es diferenciable en el do- 
minia de su dofinición. En este caso podemos introducir la noción de 
punto característico de la familia de curvas definida mediante la re- 
lación (7.12). Un punto W (z, y) se denomina punto característica 


jarámetro æ del conjunto dado (a) *) 
a mediante la ecuación 


*y El conjunto (2%) representa, corrientemonte, un intervalo. 
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de la familia de curvas (7.12), correspondiente al valor dado œ del 
parámetro de la familia, si las coordenadas z e y de este punto satis- 
Íaeen un sistema de ecuaciones 


F(z, y, 2)=0, 
Fa (z, y, a) = 0: } 


He aquí la interpretación geomótrica del punto característico de la 
familia do curvas (7.12). Para simplificar, limitémonos al caso en 
que cualesquiera dos curvas de la familia se intersocan *). Sean 


. 
i 
l 
Pig. 


E Fig. 7.4 


La Y Lapau dos curvas de la familia (7.12), correspondientes a los 
valores del parámotro a y a -i Aa (lig. Las coordenadas del 
punto N de su intersección satisfacen el siguiente sistema de ecuacio 
nesi 


Piya, Fayans Aa) 0 
o bien un sistema equivalente 


F (æ. ya) - 0, 
Fe y, atia) F (e v, 2) 


Le = 0) 


Si Aa — 0, el punto dispuesto en la curva F (£. y. 2) = 0, bende, 
en el caso general, hacia cierto punto W en esta curva. Por cuanto 
ln, Fl y, atso- Pe, Y: 8. (x,y, a), las coordonadas del punto 
Bawi 
‘M satisfacen las ecuaciones (7.13). por lo cual el punto Af es pujito ca- 
racterístico de una curva de la familia. Así, pues, el punto caracterís- 
tico de una curva dada es un punto que sirve de Jímite, para Aa — 
0. de los puntos de intersección de la curva dada La con la curva 
Lataa, próxima a ella. 

3. Envolvente y curva diseriminante de una familia monopara- 
métrica de curvas planas. Supongamos que una familia monopara- 


) Existen familias de curvas en que dos curvas cualesquiera no se 
secan. Como ejemplo de tal familia puede servir una familia de parábolas 4 
nidas mediante la ecuación y — (1 — 2° = 0. 
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métrica de curvas planas se define mediante la relación (7.12). Con- 
vengamos en considerar que la función F (z, y, a) es diforenciable 
en el dominio de su definición. Introduzcamos el concepto de envol- 
rente de la familia de curvas (7.42). 

Llámase envolvente de la familia monoparamétrica de curva (7.12) 
a una curva O, la cual: 1) en cada uno de sus puntos es tangente a una 
sola curva de la familia (7.12), 2) en los puntos distintos es tangente a 
diferentes curvas de la familia citada- Razonamientos geométricos ilus- 
trativos sugieren que la envolvente es tangente a las curvas de la 
familia en los puntos característicos de estas curvas y, por eso, puedo 
considerarse, bajo condiciones determinadas, como lugar geométrico 
de puntos característicos de las curvas de la familia. En efecto, sea 
M un punto de tangoncia de la envolvente O y la curva La de Ja Ta- 
milia, correspondiente al valor œ del parámetro de la familia (fig. 
7.6). y P, un punto de tangencia de la envolvente O y la curva 
Lataa de la familia, correspondiente al valora | Ag del parámetro, 
y sea N el punto de intorsccción de las curvas La y La +04. La figura 
7.4 muestra claramente que cuando Ag — 0, los puntos P y N tii 
den al punto M, es decir, la envolvente O es tangente a la curva La 
precisamente en el punto característico A de esta curva. 

llamaremos curva discriminante de la familia de curvas (7.12) 
a un lugar geométrico de puntos característicos de las curvas de esta 
familia. Aclaremos en qué condiciones una curva discriminante es 
envolvente, Demostremos proviamente ol Jema siguiente. 

Lema. Sea Mo (Zo. vo) un punto característico de la familia 
F, y, a) = O. correspondiente al valor ay del parámetro de la 
lamilia. Supongamos también que las funciones Fir. y, a) y 
Fa (x, y, a) son diferenciables en cierto entorno del punto (Lp. Yn, Ly) 
y que las derivadas parciales de estas funciones respecto de x + y son con- 
tinuas en el propio punto (to, Yo. Am). Entonces, si en el punto (Za. Yu: 
DUF, Fad 
Dis, v 
que pasa por M, puede ser definida en cierto entorno de este punto 
mediante las ecuaciones paraméiricas £ = 4 (a) e y — yẹ 12). donde 
4 ia) y ap (œ) son unas funciones diferenciables en cierto entorno de Uy 
de la función. 

DEMOSTRACIÓN Por cuanto My ito. Yo) es un punto característico 
de la enrva de la familia, correspondiente al valor zo del parámetro 
de la familia, entonces £ fsa, Yo: 20) =0 y Fa leo Yos Aa) = 0, 
y, por eso. en virtud del lema, el sistema de ecuaciones (7.13) que 
define los puntos característicos de Jas curvas de la familia, satisface 
todas las exigencias del teorema 6.2 do resolubilidad del sistema de 
ecuaciones respecto de z e y. Por consiguiente. en cierto entorno del 
pinto xy están dofinidas dos funciones 


ay) el jacobiano es distinto de cero, la curva discriminante 


r= qt). y =p (7.14) 
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Ñ única solución, continua y diferenciable, del 
sistema (7.19). Una curva, definida mediante las ecuaciones para- 
métricas (7.14), se compone de los puutos caructerísticos y es, por 
eso, curva discriminante de la familia que pasa por el punto Mo. 
Auvirtamos que. siendo única la solución del sistema (7.13). los 
puntos diferentes de la curva discriminante definida mediante las 
ecuaciones paramétricas (7.54) son puntos característicos de las 
diferentes vas de la familia (7.12). Domos a conocer, ahora, las 
condiciones complementarias cuyo cumplimiento asegura que una 
curva discriminante que pasa por el punto Ma. sea envolvente en 
cierto entorno de este punto. 

Teorema 7.1. Supongamos que. ademas de las condiciones enuncia- 
das en el lema, se cumplen las condiciones sigulentes: 1) en cierto entorno 
del punto (Zo Yo, 0) las derivadas Fx. Fy, Fax) Fay Y Fan, son 
continuas; 2) en el punto (Zo. Yo, %o) se verifican las relaciones Pia 

+ ER 10, F? -+ 0. Entonces, una curra discriminante que pasa por 

el punto característico Mo (Za, Yo) es en cierto entorno de este punto 
una envolvente de la familia de curvas en consideración. 

pemosmaciós. Ya nos hemos convencido de que cierto tramo 
de la curva discriminante que pasa por el punto Ma puedo ser defi- 
nido, bajo Jas condiciones formuladas, mediante las ecuacionos para- 
métricas (7.14) que constituyen la solución del sistema (7.13). 
Pongamos esta solución on Jas ecuaciones (7.13) y diferenciomos 
respecto de æ las identidades obtenidas /' (7, Y, 2) 0 y Fa te Y 
a) == Obtendremos 


E O o 
a Fija Fam. 


(7.15) 
E a 
A AA 


5) toma una forma 


Por cuanto Fa 20. la primera relación de (7 


ALA y Ay 
Fy AE Ey mo 


Vemos que en Lodo punto de la eurva discriminante que se considera 
se cumple la condición de tangencia (7.11) do esta curva y de la 
correspondiente curva de la familia. Por eso, en virtud de la observu- 
ción 2 del p. 1, para dar por terminada la domostración del teorema, 
basta establecer que cada punto característico de la curva de la fami- 
Jia dispuesto en cierto entorno del punto Mo y cada punto de la curva 
discriminante en este entorno son ordinarios. Por hipótesis del teo- 
rema, en el punto (Zo. Yo, %0) se cumple la relación F? + FS 40. 
la cual se cumplirá tambión, en virtud de que las derivadas parciales 
F; y F; son continuas, en cierto entorno del punto mencionado. Por 
consiguiente, en este entorno todos los puntos característicos de las 
curvas de la familia son ordinarios. De la relación Faa 0 iválida 
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en virtud de que esta derivada es continua en cierto entorno del punto 
(os Yo: 20)) y de la segunda identidad (7.15) se deduce que en el 


citado entorno las derivadas E y Y no se anulan simultáneamente +). 


De este modo, todos los puntos de la curva discriminante en cierto 
entorno de M, son ordinarios. Del lema que acabamos de demostrar 
también se deduce que diferentes puntos de la curva discriminante 
son puntos característicos de las distintas curvas de la familia. El 
teorema está demostrado, 

OBSERVACIÓN 1. Los razonamientos aducidos al demostrar el 
teorema muestran que en el caso en que quedan cumplidas solamente 
las condiciones del lema, en cada punto de la curva discriminante so 
cumple la condición de tangencia de esta curva y de la curva de la 
Jamila. Ya se ha notado (véase observación 2, p. 1) que la condición 
de tangencia se cumple también cuando el punto común de dos curvas 
es un punto singular por lo menos do una do ellas. De aquí se des- 
prendo que la curva discriminanto puede ser un lugar geométrico de 
puntos singulares de las curvas de la familia (si en cada punto carac- 
terístico se cumple la condición £ + F; = 0). Indiquemos que la 
propia curva discriminante también puedo tener puntos singulares 
(a LE y 2 son simultáneamente iguales a cero). 

OBSERVACION 2. El teorema 7.1 puede interprotarse en el lenguaje 
geométrico del modo siguiente. Si todas las curvas de la familia y la 
curva discriminante no tienen puntos singulares, la citada curva dis- 
criminante es una envolvente. 

Veamos algunos ejemplos. 

g 1állese la curva discriminante de una familia y — (2 — a)? = 
-0 

Tenemos F (2, y, a) = y — (œ — 0), Pale, y, a) = 2 (£ — a). 
De este modo, el sistema (7.3) tiene por expresión 


ya. =0, 2(2—a = 0. 


De aquí se deduce que los puntos característicos tienen por coorde= 
nadas (œ, 0) (véase fig. 7.1). Por eso, la curva discriminanto se define 
mediante las ecuaciones paramétricas 

z=a, y=0. 


Luego, se tiene Fy = —2 (2 — a). Fy 
curva discriminante F? +F? = 1. Adei 


1. En los puntos de la 
, Faa = —2 #0. De 


* La continuidad de estas derivadas se infiere inmediatamento de la 
continuidad do las derivadas ££. Fg, Fax, Fay, y Faa y de las relacionos (7.15), 


a partir de las cuales las derivadas gE y a pueden hallarse por el método alge- 


braico. 


ajs 19—652 
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este modo, la curva discriminante está representada por el eje Oz 
que es la envolvente. 

2. Hállese la curva discriminante de una familia (y — a)? — 
— {z — a} =0. Tenemos: Fíx, y, a) = (y — a} — (r — a), 
Fa (z, y, a) = —2 (y — a) + 3 (20). El sistema (7.43) tiene 
por expresión 

U — at — iz — a =0, —2 y — a) + 3 (z — a} = 0. 
De aquí proviene que la curva discriminante consiste en dos líneas 
rectas, definidas mediante las ecuaciones paramétricas 


z=a, y=a y 2=j+% y=zp+a 


(véase fig. 7.2). Es fácil convencerse de que en los puntos de la recta 
z == a, y = a se cumple la condición F,* + Fi? = 0, es decir, esta 
parte de la curva discriminante es un lugar geométrico de puntos 
singulares de las curvas de la familía. El lector se convencerá fácil- 


mento de que la recta z = -+ a, y = 33 -+ a es la envolvente de la 


familia de curvas en consideración. 

4. Envolvente y superficie discriminante de una famillia monoparamótrica 
de superficies. Veamos una fumilia monoparamótrica de superficies quo se deft- 
ne mediante una ecuación 

(7.46) 


Supondremos, además, que la función F (2, yz.) es difernciablo en su dorau- 
nio do definición. Una línea Z en la superficie de la familia (7.46), correspon- 

diente al valor æ del parámetro de la 
fumilto, se lama característica si las 
coordenadas de los puntos de esta linea 
satisfacen un sistema de ecuaciones 


F(z, y, 2, 0)=0, 
Pe(z, y, 2, a) =0. 


F (z, yz, a) 


aan 


Un Jugar geométrico de las caracteris- 
Pig. 75 ticas recibe el nombre de superficie 

k discriminante de la familia (7.17). 
Llámase envolvente de una familia 
monoparamétrica de superficies (146) a una superficie O, tangente a todas 
las superficies de la familia. 

Podemos demostrar la afirmación siguiente. 

St ninguna de las superficies de una familia ni la superficie discriminante tle- 
nen puntos singulares, la citada superficie discriminante es una envolvente, 

Advirtamos que una superficie discriminante puede representar el lugar 
geométrico de puntos singulares de las suporficies de la familia y puedo de por 
si contar con puntos . 

Veamos el ejemplo siguiente. Hállese la envolvente de una familia do esferas 
de radio constante Æ, cuyos centros se ubican en los puntos de una curva dada 
Le) (la fig. 7.5 muestra una de semejantes esferas con centro en el punto M 
de la curva Z), definida mediante las ecuaciones 


2=q(0), y = Ņ (2), z= y (a. 
ilias de esferas se Haman superficies 
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La familia monoparamétrica de esferas que se considera se define medianto una 
ecuación: 


Tz — (04 ly —v PH lz (09 Re = 0. (7.48) 


racterísticas de la familia mencionada de esferas se definen a partir de la 
n (7.48) y de lu ecuación 


lz — (0) ta) + ly — (aw (0) + l— 2 (0)l y (0) =0. (7.19) 


La ccuación (7.19) expresa vn plano que pasa por el centro M de la esfera, 
porpendicularmente a la tangente a la curva L. Por eso, las características son 
isnas circunferencias que constituyon las líneas de intersección de las esferas en 
consideración con los planos (7.19) (véaso fig. 7.5). Notemos que si /, es una 


circunferencia, la envolvente será wn toro. 


$ 2. Osculación de Jas curvas planas 


1. Concepto de orden de osculación de las curvas planas. Suponga- 
mos que dos curvas L, y Ly se tocan en cierto punto Ma *) (fig. 7.6). 
Supongamos también que M es un punto arbitrario en la tangente 
común a las curvos Ly y La, Y My, My son los puntos de intersección 
con las curvas Z, y La de Ja perpendicular a la tangente mencionada, 
alzada en el punio A **) (véase 


fig. 7.6). Diremos que dos curvas TA 
Li y La tienen en el punto Mo 
un orden de osculación n si existe mAh, 


un limite distinto de cero 


| MM l 
RA TAMI 

(Eu este caso [MyW] denota 
la longitud del segmento W,1 å 
y 14M, |. la longitud del seg- Fig. 7.6 
mento AM). 

OBSERVACIÓN 1 Si el límite (7.20) es igual a cero, suele decirse 
que lus curvas L, y Le tienen un orden de osculación superior a n. 

omsPRyAcIióN 2 Si dos curvas L, y Le tienen en ol punto Wa un 
orden de osculación superior a cualquier n, suele decirso quo tienen 
en dicho punto un orden infinito de osculación. 

memos 1%. Las curvas que representan las gráficas de las fun- 
ciones y = 2? e y = 3? son tangentes en el origen de coordenadas O; 
además, el eje Ox es su tangente común. A] tomar en el eje Ox un 
punto A7 de abscisa x, obtendremos que [OM | — |æ 1, y | AA |= 
134 — 2 | = 228 


M 


) A 


*) Es decir, pasan por el punto 4, y tienen en él tangentes coiucidentes. 
++) Se supone en esto caso que si el punto 3 cs suficientemente próximo 
A Mo, la perpendicular alzada en el punto Af a la tangente corta cada una de 
Tas clirvas L; y Lẹ solamente en un punto 


192 
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Por cuanto 


sieo 


las curvas en consideración tienen en el punto O un orden de oscula- 
ción igual a la unidad. 

2. Examinemos ahora dos cuevas Ly y Ly la primera de las 
guales coincide con el eje Oz, y la segunda sirve de gráfica para la 
unción 


( e-i para 20, 
Z| O para r=0. 


Cerciorémonos de que las citadas curvas tienen un orden infinito de 
osculación en el origon de coordenadas O. Por cuanto Oz sirve de 
tangente común en el punto O, entonces, al tomar en este eje un puo- 
to M de abscisa z, iers a que [OM |= |z h y |MM| = 
= e71, Resulta snficionto demostrar que para cualquier n el 


isi 

límite lim loirt = lím fa es igual a cero. Suponiendo 
er 

t=4/] x |, reduzcamos este límite al límite lim + Al final 


toto 
del p. 2 $12, cap. 8 (t. 1) se ha demostrado que el último límito os 
igual a cero 

2. Orden de osculación de las curvas que sirven de gráfica para las 
funciones. Supongamos que dos curvas L, y Ly representan las 
gráficas de las funcioues y = fı (z) e y = fa (z), respectivamente. 
Admitamos también que dichas curvas son tangontes on cierto punto 
Mao (žo. fı (20)); además, el punto Aa es ordinario para cada una de 
estas curvas *). Demostraremos que en estas condiciones la defini- 
ción de orden de osculación de las curvas L y La, ofrecida en el punto 
antecedento, puede ser sustituida por otra definición equivalente, 
más cómoda para las aplicaciones. 

Soa Az un incremento arbitrario del argumento en el punto zp, 
y Z= Z + Ar. Diremos que las curvas L y L, tienen en el punto 
Mo (o, fı (20) un orden de osculación n si existe un límite distinto 

cero 
faltan hltan] 

TAr per 


LA tA1. (121) 


lím IIA 


Azet 


Para poder hablar del orden de osculación de las curvas en con- 
sideración L, y £, en el sentido de la definición dada en el punto 


*) La definición de punto ordinario de una curva, definida mediante la 
ecuación F (z, y) = 0, fue propuesta en cl p 1, $ 1. En particular, para inma 
curva. definida mediante la ecuación y = f (x). el punto ôe (zp, } (tol, Será 
ordinario si la derivada f (z) es solamente continua en un punto x, 
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antecedente, es necesario, ante todo, demostrar que en cierto entorno 
de A, dichas curvas se proyectan unfvocamente sobre su tangente 
común, De esto se trata en el lema 1 que viene más abajo. La parte 
restante del presente punto se dedica a la demostración de dos lemas 
más. de los cuales se deduce inmediatamento Ja equivalencia de dos 
definiciones de orden de osculación de las curvas L} y La 


Lema 1. Siel punto Mo (79 f (20D) es un punto ordinario de una curva L 
gue sirve de gráfica para la función y = } (z), la curva J, en cierto entorno de Mg 
Se proyecta univocamente sobre su tangente, 

DEMOSTRACIÓN Notemos, ante todo, que la existenciu do la tangente a la 
cueva /. ca el punto Mọ se desprende de la existencia de la derivada f’ (7o). 
Pasemos ahora a un nuevo sistema de coordenadas rectangulares cartesianas 
XY. colocando el nuevo origen en el punto de tangencia M, y dirigiendo ol eje 


Y 


H q 


Fig. 7.7 


t po la tungento en A, (lig. 7.7). Si denotamos con % el ángulo entre ol oje x 
y el eje X, el nuevo sistema de coordenadas se ohtivne, ovideniemento, del anti- 
guo por la traslación del origen de coordenadas al punto Mo (zo f (ro) y el giro 

o los ejes a un ángulo a. Haciendo uso de las fórmulas conocidas tdo transtor- 
mación de las coordenadas al trasladar y al girar los ejes (vónse ol fascículo 8), 
obtendremos la expresión siguinte para Jas muevas coordenadas X, Y de Jos 
puntos do la curva L en términos de las coordenadas antiguas 7 e y = f (x): 


X = (z — zo) cos a-t |Y iz) — f (29)] sen œ, id 
at me a d e E a (7.22) 


Alcanzaremos nuestro objetivo si mostramos que a base de las ecuaciones (7.22) 
podemos expresar Y como una función de X (esto signilicará precisamente que 
el tramo de Ja curva £, adyacente a M y, se proyecta univocamente sobre el eje X, 
es decir, sobre la tangente). Paca ollo Dasta probar que en un entorno del punto 
M, la primera de las veuaciones (7.22) es univocamente resoluble respecto de z. 
(Efectivamente, expresando + a través de X de la primera ecuación (7.22) y 
colocando la expresión obtenida en la segunda ecuación (7.22), definiremos Y 
como una función de X). De conformidad con ol teorema 6.1, cs suficiente de- 
mostrar que la derivada respecto de > del miombro derecho de la primera de las 
ecuaciones (7.22) es distinta de cero on el punto 7, y es contínua en esto punto. 
Pero esto es evidente, pues la derivada mencionada se expresa como cos œ + 
+F (e sen, y on el punto zo, doude f (29) = tx. os igual a 1'cos a. Por 
enanto e 72. resulta que cos n= 0. El loma está demostrado. 
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Supongamos que las curvas L, y L, que sirven de gráficas de las funciones 
y = fı (2) e y = J; (2) son tangentes en el punto My (Xp, fı, (2q)), ordinario para 
cada una de estas curvas, y z = 2, + Az. Supongamos también que desde el 
punto Al, Cr, fa (2) está trazada una perpendicular sobre la tangente en Mo 
(ig. 7.8); M, és el punto de intersección de esta perpendicular con la curva 
4,5). y M1, con la tangente. En estas condiciones resultan válidas las afirmacio- 
nôs siguientes. 
Lema 2. Existe un limite distinto de cero 


PASSAN 
Iho- aa 72 
+ (7.25) 


Lema 3. Existe un limite distinto de cero 


en LMN | 
¿Lim Täs ` (7.24) 
Notemos que de los lemas 2 y 3 se infiere que el limito (7.21), distinto de 
coro, existe ennndo, y solo cuando, existe ol límite (7.20), dislinto de cero, Jo 
quo significa precisamente que las dos definiciones de orden de usculación son 
equivalentes. Pasamos a la demostración de las lomas 2 y 3, 

DEMOSTRACION DEL LEMA 2, Denotemos, para simplibicar, la distancia V, Ma 
con p, y, para concretar, convengamos en considerar que las curvas Ly Y La 
están según muestra la fig. 7.8. Si X e Y son coordenadas del punto My. y e eS 
el ángulo de welínación de la tangento en M al eje Oz, entonces evidentemente, 


X=x+ps00, 
Y = ja (1) — p cos æ. 


Por cuanto el punto M, se dispone en la curva L. resulta que Y = f, 10), o 
Dion fa (e) m P Gosa m fa G + psen a). Aplicando al segundo miembro do'la 
último igualdad la fórmula de Lagrange con relación al segmento [z, z+ p sen a] 
tondremos 


hata) — p tos a = fy (7) + psen ap È 


dondo E es cierto punto dispuesto en el interior del segmento indicado. Por 
cuanto p—>0 para Az->0 y la derivada f'(x) es continua en el punto xa, Ja últi- 
ma igualdad puedo ser escrita en la forma 

la (2) — p eos a AA penalt irot el. 17. 
donde e => 0 para Ax — 0. Considerando que / 4 ig a, de (7.25) ohtend 
mos 


25) 


El lemu 2 está demostrado, 
DEMOSTRACIÓN DEL LEMA 3,Denotemos con f el ángulo comprendulo entro 


la cuerda MoM, y la tangente MoM (fig. 7.0). Evidentemente, $ — U para Az ~ 
— 0. De los triángulos rectángulos M¿MAP y 1,¿M237 aqui, MoP es paralelo 
al eje Ox) encontramos 

| az 1 


O T cosp 


*) En virind del lema f, para Az suficientemente pequeño habrá un solo 
punto de este gónero. 
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La última fórmula evidencia que 


PE- A EA 
ax=o 13x1 axso oa cosa 


El loma 3 está demostrado. 


Fig 7.9 


3. Condiciones suficientes de osculación de orden n. Supongamos, 
al igual que antes, que las curvas Lı y La, que sirven de gráficas 
para las funciones fı (x) y  f2(2) son tangentes en el punto 
Mo ita, fi (29), Es válida la a mación siguiente. 

Teorema 7.2. Sean y = fı (2) e y = fa (2) funciones (n + 1) veces 
diferenclables en cierto entorno del punto za; scan, además, las derivadas 
de (n + 1)-ésimo orden continuas en el propio punto xy. Entonces, si 
en el punto xy se verifican las relaciones 


Fa (Eo) = fa (20). fi (Eo) = fi (o) «+ 
AO) PE UA (a), (7-26) 


las curvas Ly y Ly tienen en el punto My (£. fı (xo) un orden de oscu- 
lación n. 


IMOSTRACIÓN Sea F (2) — f, (2) — fi (2). Es suficiente demos- 
trar que existe un límite distinto de cero 


mn, 
ama 1 A 


Por cuanto, en virtud de (7.26), F(z.) = F (2) = 
ES (æ) = 0, FO" (z) 0, entonces, al escribir para la 
función F (2) la fórmula de Taylor con el término residual on forma 
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de Lagrange, tendremos 

Fa) =r FUD (a +0 (2— zo) (rr), OLOLA (7.27) 

Por ser contiuna la derivada de (n +1)-ésimo orden en el punto zo, 
PU (e, + O (£ — 20) = PCD (29) + es (7.28) 


donde e cuando z — zo. De las relaciones (7.27) y (7.28) obte- 
nemos 


= Eyr | E a) 1520. 


El teorema está demostrado. 

OBSERVACION 1. Si se cumplen todas las condiciones del teure- 
ma 7.2, a excepción, quizás, de la condición [+0 (xo) e f0+49 (0). 
podemos afirmar que las curvas Zy y L, tienen en el punto Mọ un 
orden de osculación no inferior a n. 

ONSERVACION 2. Aelaremos el orden de osculación de la curva Z, 
que sirve de gráfica de la función y = f (x), con su tangente 7' en el 
punto Mo (29. f (29). Consideraremos” además, que la función f (x) 
es tres veces diferenciable en un entorno del punto xy y que su tercera 
derivada es continua en el punto zo. Recordemos que la tangente 7' 
sirve de gráfica de la función lineal y - (2) = f' (xu) (2 — o) -r 
+ $ (£o). Por cuanto (p (zo) = f (To), Y” (Ta) = f' (20) Y P” (24) = 0, 
entonces, si f” (xp) +0, la curva £ tiene con su tangento T un orden 
de osculación x = 1, y cuando f” (z4) == 0, el orden mencionado de 
osculación no es inferior a dos. 

4. Circunferencia osculatriz. Supongamos que Mp(Zp+ Vo) es un 
punto do la curva L que sirve de gráfica de la función y = f (z), la 
cual tiene tercera derivada continua en el punto xp. Por el punto 1, 
se puoden trazar un número infinito de circunferencias tangentes 
a la curva £ en dicho punto. Es fácil convencerse de que la parte de 
cada una de semejantes circunferencias, dispuesta en cierto entorno 
del punto Me, es una gráfica de la función de la forma y = y (2). 
Por eso, podemos hablar del orden de osculación de la curva L y cual- 
quiera de las circunferencias citadas en su punto común We. Aquella 
de las citadas circunferencias que tiene con la curva L un orden de 
osculación no inferior a dos se denomina circunferencia osculatriz a la 
curva L en el punto My. La afirmación siguiente establece las con- 
diciones suficientes para que la curva Z tenga en el punto Wa una 
circunferencia osculatriz, 

Teorema 7.7. Supongamos que una curva L sirve de gráfica de la 
función y = f (z), con la particularidad de que f (z) tiene en el punto xy 
una derivada de segundo orden, distinta de cero, y tercera derivada, con- 
tinua. Entonces, en el punto M, (£o. f (20) existe una circunferencia 
osculatriz a la curva L. 
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puxosmracion. Buscaremos la ecuación de la circunferencia oscu- 
latriz en la forma 


=F t0- eF (7.29) 


doude a, b y p son unas constantes que han de ser definidas. Resol- 
vamos la ecuación (7.29) respecto de y y pongamos la solución hallada 
y = y (2) on el primer miembro de (7.29). Entonces, podemos con- 
Sidorar (7.29) como una identidad respecto de z (considerando, por 
supuesto, que y = y (2). Diferenciomos la identidad (7.29) dos 
veces respecto de z y exijamos que en las relaciones que se obtienen 
como rosultado de la diferenciación y en la propia relación (7.29) 
los valores yo, y, y” de la función y = y (z) y de dos primeras deri- 
vadas suyas en el punto zp sean iguales a f (zo), f' (Zo). f" (20), T08- 
pectivamente: 


Yo = f (toh) w= F E if o) 
De este modo, obtendremos el siguiente sistema de ecuaciones res- 
poto de a, b y p: 
(Eo — a)? + (Yo — bF = 0°, 
(Zo — a) + (Yo — b) ya = 0, 
1+ (15 + (Y — b) ya = 0. 


A condición de que y” = f” (2,) = 0, p > O, este sistema tiene una 
solución Única: 


=EN. (1.30) 


De los razonamientos aducidos se despronde que para una circun- 
ferencia, cuyo centro tione por coordenadas (a b) y cuyo radio p 
se define mediante las fórmulas (7.30), y para la curva L se cumplen 
todas las condiciones de la observación 1 al teorema 7.2. Por eso, la 
citada circunferoncia será osculatriz. 

OBSERVACION, Si, en las condiciones del teorema 7.3, el requisito 
f” (20) +0 so sustituye por el opuesto, f” (xy) = Ô, la curva L en 
el punto Mọ no posee circunferencia osculatriz. 

No obstante, en virtud de la observación 2 al teorema 7.2. en 
este caso Ja curva Z y la tangente a la misma en el punto M, tienen 
en el punto mencionado un orden de osculación no inforior a dos. De 
este modo, podemos considerar que en el caso que se examina la cit- 
cunferoncia osculatriz degenera en el punto Mo a una recta. 


20892 


298 Cap. 7. Aplicaciones del cálculo diferencial 


$ 3. Curvatura de una curva plana 


1. Concepto de curvatura de una curva plana. Supongamos que una 
curva L está dada mediante las ecuaciones paramétricas 2 = z (f), 
y = y (8). Convengamos en considerar que para la curva L so cumplen 
las condiciones especificadas en el $ 1, cap. 2*). En tal caso, pudemos 
elegir una dirección positiva en cualquier punto A de la curva /. 
Pongámonos de acuerdo llamar dirección positiva en el punto dado 3/ 

de la curva L aquella, en la cual 

y se desplazará el punto Y al au- 
4 mentar el parámetro t. 

Fijemos ahora en la curva Z 

un punto Mo, correspondiente al 


b- valor del parámetro tp, y Ñupon- 

- gamos gue este punto es un pun- 
AAA lo ordinario de la curva /. 

y = Entonces, el tramo de la cur- 

va 2. adyacento al punto Mo, 

Dee V19 será la gráfica de una fnnción de 


la forma o bien y = f (x), o bien 
2 = f (y), y, además, existe una Langonte a la curva / en el punto Mo- 
Introduzcamos en esta tangente la dirección positiva correspondiente 
a la dirección positiva en el punto V, de la curva L**). 
En adelante vamos a analizar sólo la tangente dirigida, ln la 
fig. 7.10 la dirección de la tangente se indica con una flecha. 
Ahora, supongamos que todos los puntos de la curva L, dispuestos 
en cierto entorno del punto fijo Ao, son ordinarios. Sea M uno de los 
puntos indicados. Introduzcamos la noción de ángulo de contingencia 
del tramo de la curva MoM. Para concretar, consideraromos que el 
punto A/ corresponde a um valor mayor del parámetro que el punto 
M 


FA 
Llamaremos ángulo de contingencia del tramo de la curva M,M 
a un ángulo formado por las tangentes dirigidas a la curva Z en los 
puntos M y Mọ, el cual so toma con el signo más, si la tangente en el 
punto Me ha de ser girada en el sentido contrahorario para hacerla 
coincidir con la tangente en el punto Ma por la vía más corta, y con 
el signo menos, en el caso contrario. 

En la fig. 7.11 está expuesto el tramo WoW con un ángulo de 
contingencia positivo, y en la fig. 7.12. el tramo 17,37 con un ángulo 
do contingencia negativo. 


+) Es decir, consideraremos que la curva £ no tiene puntos múltiples ni 
tramos de autocolocación. 

»*) Es decir, convongamos en llamar dirección positiva en la tangente 
aquella, en la que se desplazará, al amnentar el parámetro, un punto que repre- 
senta la proyección do un panto de la curva Z sobr la tangente. 
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Introduzeamos también el concepto de curvatura media del tramo 
MM de una curva. Llámase curvatura media del tramo MM de una 
curva a la razón entre el ángulo de contingencia de este tramo y la lon- 
gitud del mismo. 

Por cuanto el punto 1, de la curva £ se considera fijo, la curva- 
tura media del tramo 17,1 será una función del punto M, o una fun- 


“ Fig. 7.12 


ción «lel parámetro £. Denotaremos esta función con el símbolo 
Mo (W), 0 bion Mar (t) 

Surge, naturalmente, una cuestión sobre el análisis del límite 
de esta función cuando el punto 17 tiende a lo largo de la curva L 
al punto Mo (o bien, lo que es lo mismo, al tender el parámetro £ 

acin ta). 

Definición. El valor límite de la curvatura media del tramo MoM 
de una curva, cuando el punto M tiende a lo largo de la curva al punto 
Mo, leva el nombre de curvatura en el punto dado Mo de la curva L 
y se designa por el simbolo k (Mo). 

De oste modo, por definición, 


k(Mo) == lím xa (M) lim xat (t). 
M= Mo. teto 

Quoda a cargo del lector cerciorarse de que: 1) tanto la curvatura 
modia de cualquier tramo de una línea recta, como también la cur- 
vatura en cualquier punto de dicha línea son iguales a cero, 2) tanto 
la curvatura media de cualquier tramo de una circunferencia de 
radio R, como también la curvatura en cualquier punto de dicha 
circunferencia son iguales a 1/R 

Establezcamos una fórmula para calenlar la curvatura en cual- 
quier punto arbitrario de la curva L. 

2. Fórmula para calcular la curvatura. Sea L una curva dada 
por las ecuaciones paramétricas x= x (t), y = y (f), y sea Mo 
un punto fijo de esta curva. correspondiente al valor del parámetro tg. 
Supongamos que todos los puntos de la curva L de cierto entorno 
de 4, son ordinarios y que las funciones z (1) e y (£) tienen en el 
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punto tọ segundas derivadas. En estas condiciones establezcamos la 
fórmula general para el cálculo de la curvatura de la curva Z en el 
punto Mo. 


Sean z y z los valores de las derivadas primera y segunda de la 


función z = z (t) en el punto tọ, y sea 7 + Åz, el valor de la primera 
derivada de esta función en el punto fẹ + At (At es un incremento 
arbitrario dol parámetro 1). De este modo, Az es el incremento de la 


primera dorivada de la función z = x (t). Supongamos que y, y e 


y + Ay son los valores correspon- 
dientes de las derivadas de la 
función y = y (f). 

Al considerar que el punto Mp, 
correspondiente al valor del pa- 
rámetro tọ es fijo, mientras 
que 27 corresponde al valor del 
parámetro £= lo -+ At, el ángulo 
de contingencia del tramo 17, 
y la longitud de este tramo pue- 
den considerarse como funciones 
del argumento At. Denotaremos 

Fig. 7.13 estas funciones con œ (Al) y 
1 (At), respectivamente. 

Por definición, la curvatura k (Ma) en el punto Ma de la curva 

es igual al valor límite 
a (At) 
(Mo) = lim -Fsg (7.34) 

Demostremos que el valor límite (7.31) existe y calculémoslo. 

Donotemos con «o y p los ángulos de inclinación al eje Oz de 
las tangentes a la curva L trazadas por los puntos Mo y M respecti- 
vamente (fig. 7.13). Entonces, evidentemente, cualquiera que sea la 
disposición de los puntos Mo y M, para el ángulo de contingencia 
a (At) será válida la relación 


a (Al) = P — Qu. 
De la última relación se deduce que 


= 98 Y A, 
a nea. (7.32) 
Partiendo del sentido geométrico de la derivada (véase el p. 4, 
$ 1, cap. 5, t. 1) y de la expresión para la derivada de una función 
dada paramétricamente (véase $ 11, cap. 5, t. 1) podemos escribir 


tem= LE, tgọ= 
z 


PEN 
ERE 
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De este modo, la fórmula (7.32) puede ser escrita en la forma 


irii 
tga(Aj= 2i aeS a, (7.33) 
44 40+89) +40) + (144) 
(+47) 


Por cuanto las funciones z = z (t) e y = y (t) tienen en el punto t 
segundas derivadas, las primeras derivadas de estas funciones en el 
punto tẹ son continuas y, por lo tanto, 


lím Ay==0, lím Ar=0. 
aro ato 


Pero, en este caso, en virtid de la igualdad (7.33), 
lím tga(41)=0. 
armo 


De Ja última igualdad y de que el arco tangente es continuo se des- 
prondo que 

lím a (3t)=0. 

s10 


ca la igualdad 


A1) ad) J 
dim a lim [sosa (an ap] = 1 (7:34) 
La igualdad (7.34) y el teorema del valor limite del producto reduce 
el problema de cálculo del valor límite (7.31) al cálculo del valor 
Imito siguiente: 


romo jm aD, aw 


Para el cálculo de este valor límite notemos quo la longitud 2 (Ad) 
del tramo de la curva Afo} se define por la fórmula 


tagat 


uas | VEO 
ù 


o a la intogral dol segundo miem- 
remos 


Al aplicar la fórmula del valor n 
bro de la última igualdad, obto 


HAt AL Y 2 (1) 43208), (7.36) 


donde hL Lt + At 
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Las relaciones (7.35), (7.33) y (7.36) permiten concluir que el 
cálculo de la curvatura Se reduce al cálculo del valor límite 

¿a 

k(Mo)= lim ——_—_ 2 

ao rada Y +0 


(7.37) 


Por cuanto las funciones z = x (1) e y = y (t) tienen on el punto 
to segundas derivadas, existen los valores límites 


TN OS] 
ar Y are dd 


Luego, como las primeras derivadas de las funciones + -- x (£) 
e y = y (l) son continuas, se deduce que 


lím AZ=0. lím Ay=0, 


ato Are 


ÁS (7.39) 
lim Vapa 
tmo 


Vyp. 


La oxistencia de los valores límites (7.38) y (7.39) condiciona el 
valor límite del segundo miembro de (7.37), igual a 


zy 


De este modo, queda demostrado que en el punto Me la curvatura 
de la curva L existe y se determina por la fórmula 


k(M) = ELL. (7.40) 
pap 


OBSERVACION. Supongamos que se pide calcular la curvatura 
k(Mo) en un punto dado Me de la curva L que sirve de gráfica para 
una funcion dos veces diferenciable y = f (2). 

Adoptando en la fórmula (7.40) z -- t. y = f (t), obtendremos 
para la curvatura buscada la fórmula siguiente 


pen AC 
uds HEU EPPES 

Por fin, si la curva está dada mediante la ecuación polar r = 
= r (0), donde r (8) es una función dos veces diforenciable del ángulo 
polar 0, entonces, tomando por el parámetro £ el ángulo polar Y 
y teniendo presente que z = r (6) cos O. y = r (Ò) sen 0, obtendre- 
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mos la expresión siguiente para la curvatura: 
k= ti ME Ora 
y (EOS 
Calculemos, a título de ejemplo, la curvatura en un punto arbi- 
trario de la catenaria y = ach Ž.. 


Por cuanto 


+4 pei, ria=tat=4. 


la curvatura será igual a 
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1. Normal a una eurva plana. Sea L una curva plana definida 
mediante las ecuaciones paramétricas 


2=9(0), y= Ņ (i). (7.41) 


Convengamos en considerar que la curva £ no tiene puntos múlti- 
ples ni tramos de autocolocación. Además, consideraremos que todo 
punto de la curva Æ es ordina- 
rio + 

Introduzcamos la noción de 
normal a una curva on un pun- 
to dado M. 

Una recta que esla dispuesta 
en el plano de la curva L y que 
pasa por el punto M de la curva 
perpendicularmente a la tangente 
a L en el punto M. se llama 
normal a L en el punto M 
(fig 7.14). 

Hallomos la ecuación de la 
normal a una curva. Sean z e y 
las coordenadas del punto 47 de 
la curva L, y sean X e Y las Fig. 7.14 
coordenadas de cualquier punto N 
de la normal a la curva. Por definición, la normal es perpendi- 
cular a la tangente. y, por eso, el coeficiente angular le, de la 
normal está asociado con el coeficiente angular k, de la tangente 


E 


%*) Advirtamos que en estas cond: 
de la curva L. 


es existe una tangente en cada punto 
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mediante una relación *) 

knki = —t (7.42) 
Por cuanto el coeficionte angular k; de la tangente es igual a Y 
(si la curva (7.41) está definida paramétricamente), de (7.42) obte- 
nemos 


(7.43) 


Haciendo uso de la ecuación de una recta con el coeficiente angular 
dado kn, quo se conoce por el curso de geometría analítica, obtendre- 
mos la siguiente ecuación para la normal a la curva L: 


(7.44) 


Teniendo presente que z = y (t) e y — 1 (0), escribamos la ccuución 
(1.44) en la forma 


Y UP HAY Y — p) =0. 17.45) 


OBSERVACION. Cuando la tangente en un punto M es paralela al 
eje de abscisas, su cooficiento angular k; es nulo y, por eso, las rela- 
ciones (7.42), (7.43) y (7.44) carecen de sentido. Ño obstante, en este 
caso la ecuación (7.45) es la ecuación de la normal. En efecto, si 
kı = 0 (la tangente es paralela al eje de abscisas), y” = 0, y q 
20 **), por lo cual la relación (7.44) toma la forma: X—q. = 0. 
La última forma es la ecuación de una recta perpendicular al eje Or, 
la cual, al cortar el eje Oz, deja en el mismo un segmento igual a q. 
Está claro que esta recta coincide en el caso que se considera con la 
normal en el punto M. 

2. Evoluta y evolvente de una curva plana. Supongamos que 
una curva L salisface las mismas condiciones que en el punto ante- 
cedente. Volvamos a la ecuación (7.45). Si consideramos ż en esta 
ecuación como un parámetro, ésta es una ecuación monoparamétrica 
de una familia de todas las normales a la curva plana L. Una idea de 
una familia do normales a una curva plana la ofrece la fig. 7.15. 

Bajo determinadas condiciones una familia monoparamétrica 
de normales cuenta con una envolvente que so denomina evolnta 
de la curva Z. 

Así, pues, Hámase evoluta de la curva plana L a la envolvente de 
una familia monoparamétrica de normales de dicha curca. La curva L, 
considerada con relación a su evoluta, se denomina evolvente. 


) Esta rolación so conoce por el curso de geometría analítica (véase, por 
ejemplo, ol fasciculo Geométria analítica del presente curso). 


++) Recordemos que n= y para un punto ordinario q'2-+p"2 s 0. 
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Aclaremos las condiciones de existencia de la evoluta de la curva 
plana L y hallemos sus ecuaciones paramétricas. 

Convengamos en considerar que la curva L sin puntos singulares 
viene dada mediante las ecuaciones paramétricas (7.41). Supongamos, 
para simplificar, que el parámetro ¢ varía en el intervalo (0, 1). 
Admitamos también que las funciones q (t) y y (t) de las relaciones 


Fig. 7.15 


gan: tienen terceras derivadas continuas sobre el intervalo (0, 1). 
Entonces, resulta válido el teorema siguiente. 
Teorema 7.4. Supongamos que en todos los puntos de la curva L 
su curvatura k y la derivada de la curvatura *) no son nulas. Entonces, 
existe una evoluta de la curva L, con la particularidad de que las ecua- 
ciones paramétricas de la evoluta tienen por expresión 


x a ia 
(1.46) 


Yop EL y. 


C a 


pemosmracióN Hemos definido la evoluta como envolvente 
de una familia monoparamétrica de normales a la curva L. Esta 
familia se da medianto la ecuación (7.45). De este modo, la función 


+) Para las condiciones impuestas en las funciones q y y la curvatura k 
es una función diferenciable del parámetro t. 
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F (X, Y, t) que define la familia se expresa con ayuda de la relación 
FX. Y, 0D =P (XA A (T.47) 


donde ż desempeña el papel de parámetro. 

Aprovechemos ahora las deducciones del $ 1 de este capítulo 
sobre la existencia de una envolvente para aclarar la cuestión de 
existencia de una evoluta (es decir, do una envolvente de la familia 
(7.45). Hemos de comprobar el cumplimiento de las condiciones 
del lema del p. 3, $ 1 de este capítulo y de las condiciones del teo- 
roma 7.1. Pasemos a la comprobación de las condiciones menciona- 
das. Detengámonos primero en la comprobación de las condiciones 
del lema. Es evidente que con las exigencias formuladas para las 
funciones q y ẹp las funciones F (X, Y, t) y Fi (X, Y, 1) son dife- 

i p i DIF, Fi) 
renciables. Cerciorémonos ahora de que el jacobiano 75 es 
distinto de cero. Haciendo uso de la expresión (7.40) para la curva- 
tura Æ de la curva L, podemos representar este jacobiano en la forma 
siguiente: 

AO L E 
Da, y TEH. 


Por hipótesis del teorema, la curvatura X es distinta de cero. Además, 
por cuanto todos los puntos de la enrva L son ordinarios, tenemos 
q’? +p? 0, De este modo, el jacohisno mencionado es distinto 
de cero y, por consiguiente, todas las condiciones del lema están 
cumplidas 
:omprobemos ahora las condiciones del teorema 7.1. Es evidento 
que con las exigencias formuladas para las funciones q y sp las deri- 
vadas Fx, Fy, Fix, Fiy, Fis son continuas. Resta sólo convencerse 
de que la relación Fj: 0 es válida para todos los valores de £t 
del intervalo (0. 1) y para los puntos característicos en las normales 
a la curva L. 
Por cuanto 


Fu =o” (X= APD BR) 0.48) 
y, según el p. 2, $ 1 de este capítulo y las fórmulas (7-13), los puntos 
característicos para el caso en cuestión se determinan por las rola- 
ciones 
TUA=Q+VV—p=0, (3.49) 
PAX DEI O — (4?) =0, 
el valor de la derivada Fi; en los puntos característicos será igual, 
en virtud de (7.48) y (7.49), a 


PESEE Ed 150) 
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Volvamos a la expresión (7.40) para la curvatura k de la curva L. 
Habida cuenta de las designaciones (7.44), obtenemos de la fór- 
mula (7.40) por diferenciación: 


A A AA) 


Con ayuda de esta relación y de la expresión (7.40) para la curvatura 
demos a la expresión (7.50) la forma siguiente: 


Pu (43. 


Dado que, por hipótesis del teorema, k y k’ no son nulos y, además, 
24220, do la última expresión para Fi proviene que para 
todos los valores de £ del intervalo (0, 1) y para Jos puntos caracte- 
rísticos do las normales a LF; + 0. De este modo, las condiciones 
dol teorema 7.1 también están cumplidas. 

Hallomos ahora las ecuaciones Paramétricas de la evoluta, Por 
cuanto, para las condiciones formuladas, la evotuta es un lugar goo- 
métrico de puntos característicos de la familia de normales, las coor- 
denadas X e Y de los puntos de la evoluta se determinan a partir 
de las relaciones (7.49). Encontrando a partir de estas relaciones 
X e Y, obtendremos precisamente las ecuaciones paramótricas (7.46). 
El teorema queda demostrado. 

OBSERVACIÓN, En geomotría se usan frecuentemente los conceptos 
de radio de curvatura y de contro de curvatura. Llámuse radio de 
curvatura R de una curva L a una magnitud 1/%, donde X es la curva- 
tura de L, y llámase centro de curvatura a un punto de la normal a la 
curva que dista de un punto dado de la curva L en dirocción do la 
covcavidad de La una magnitud igual a R. 

Notemos que el radio de curvatura de una curva es igual al radio 
de la circunferencia osenladora y el centro de curvatura coincide con 
el contro de la circunferencia osentatriz. 

Cerciorémonos de que la evoluta es un lugar geométrico de centros 
de curvatura de la curva. En electo, de las relaciones (7.46) obtenemos 


XHY o A 


es decir, un punto de la evoluta con las coordenadas (X, Y) dista 
del punto de la curva L con las coordenadas (p, Y) a una magnitud A 
El sentido geométrico Je la evoluta (véase fig. 7.15) muestra que el 
punto (X, Y) está dispuesto en la normal orientada hacia la conca- 
vidad de la curva L. 

rsembLo. Hallemos las ecuaciones de Ja evoluta de una elipse 
ABCD (ig. 7.16) dofimda medianto Jas ecuaciones paramétricas 


z= pi) acost y=y(0)=bsent 


308 Cap. 7. Aplicaciones del cálculo diferencial 


Por cuanto q =—asent, y =bcost, q" =—acost, p" = 
= —bsen t, tenemos, pues, p + y? = a? sen? £ -+ b? cos? i, y 
ip” — w'y = ab. Por eso, de acuerdo con (7.46), las ecuaciones 


Fig. 7.16 
paramétricas de la evoluta de la elipso tienen por expresión 


cost, Y 


Do este modo, la evoluta de una elipse es la Jarada astroide alargada 
(véase fig. 7.16). 

Advirtamos que en los puntos A, B. C, D de Ja elipse (es decir, 
on sus vértices) la derivada de la curvatura es igual a cero. Por eso, 
en dichos puntos no se cumplen las condiciones del teorema 7.4 
En los puntos correspondiontes A”, B’, C’, D’ la evoluta de Ja elipse 
tiene singularidades, es decir, los llamados puntos de retroceso. 
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